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Vorrede. 


Die vorlicf^eiide Selirift soll zunächst die Grundlaj^c 
meiner Vorlesungen an der hiesigen polytechnischen Schule 
bilden. 

Die Vorbildung der jungen Leute, welche alljährlich 
in unsere Schule einzutreten wünschen, ist eine sehr ver- 
schiedenartige; luanche haben ganz oder theilweise ein 
Gymnasium oder eine hiiherc Bürgerschule absolvirt. 
manche kommen aus der I’raxis oder verlassen andere 
Lebensstellungen. Um daher eine gewisse Feinheit zu 
erzielen, ist die Zulassung an bestimmte Bedingungen 
geknUi)ft worden. Diesell)en bestehen, so weit es die 
Arithmetik betrifft, im Nachweis der Geläufigkeit im 
Zahlenrechnen, einschliesslich der Operationen mit Deci- 
malbrüchen und der Bekanntsehaft mit den Elementen 
der Buchstabenrechnung, einschliesslich der Gleichungen 
ersten Grades. In llücksicht hierauf habe ich eine Be- 
arbeitung dieser elementaren Theile der Arithmetik unter- 
lassen. Den übrigen umfangreichen Stoff glaube ich 
systematischer geordnet zu haben, als das gew'öhulich 
der Fall zu sein pflegt. 

Nach einigen Bemerkungen über jmsitive und negative 
Zahlen knüpfe ich meine Untersuchungen an den Begriff 
der Potenz. Dieselbe fasse ich consequent als Product 
gleicher Factoren auf, so dass die Potenz mit negativem 
wie gebrochenem K.\i»onenten als eine aus Zweckmässig- 
keitsgründen eiugeführte Schreibweise erscheint. Es ist 
dann allerdings zu beweisen nothwendig, dass mit solchen 

P 

Symbolen, wie: und gerechnet werden kann, als 

ob die FLxjtonenten absolute Ganzzahlen wären. Dieses 
ist pag. f) und pag. 101 102 geschehen. Das z. B. von 

Cauehy in seinem Lehrbuch der algebraischeu Analysis 
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gelehrte Verfahren, den Begritf der Potenz nach und 
naeli so zu erweitern , dass unmittelbar aus ihm : 

J_ ;> •/ 

a~n ~ II o und n i — )/«'' hcrausdeducirt werden kann, 
scheint mir für einen Anfänger nicht einfach genug. 

Im ersten Theil meines Werkes beschäftige ich mich 
zunächst mit der Bestimmung des Wcrthes einer Potenz, 
deren Basis eine mehrtheilige Summe ist, also mit dem 
binomischen Lehrsatz für positive, ganze Exponenten. 
Sein Beweis ist natürlich auf die Lehre von den Com- 
binationen gestützt, die darum vorausgeschickt wurde. 
Die Eigenschaften der Glieder der binomischen Summe 
sind in ziemlicher Vollständigkeit angcgelien; namentlich 
habe ich über die Bestimmung des grössten Gliedes sehr 
ausführlich gehandelt. — Nach Einführung des Begriffs 
einer Potenz erscheint die Anordnung der Ganzzahlen 
im System einer bestimmten Basis als naturgemäss; im 
zweiten Abschnitt beschäftige ich mich darum mit der 
Untersuchung der Ganzzahlen zunächst irgend eines, 
darauf unseres dekadischen Systems und knüpfe hieran 
diejenigen Sätze der Zahlentheorie, ohne welche eine 
wissenschaftliche Darstellung der Lehre von den Decinial- 
brüchen nicht möglich ist. — Letzte bilden den Gegen- 
stand des dritten, die gemeinen Kettenbrüche den des 
vierten Abschnittes. 

Der zweite Theil beginnt mit der Erklärung der 
Wurzel. Nachdem die Gesetze für die Kechnung mit 
Wimzel- Grössen im ersten Abschnitt aufgestellt sind, 
wende ich mich im zweiten zu der Berechnung der 
Quadratwurzel aus allgemeinen Ausdrücken und Zahlen. 
Die Methoden zu Bestimmung der zweiten Wurzel aus 
Ganzzahlen und Brüchen sind ausfülmlich mitgetheilt und 
streng bewiesen; sowohl die Anwendung der geordneten 
M'ie der gewöhnlichen Division auf das Wurzelziehen ist 
gelelirt. Eine allgemeine Definition des Irrationalen lässt 
sich in der Arithmetik allerdings wohl geben: wächst 
die Anzahl der Operationen, die zur Wcrthermittelung 
eines Ausdrucks nothwendig sind, über jede Grenze hin- 
aus, so heisst derselbe irrational; der Anfänger jedoch, 
der nur beim Wurzelziehen diesen Fall eintreten sieht, 
der das Transcendente der Analysis noch nicht kennt, 
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wird eine solche allfjemeine Erklärung nicht recht fassen. 
Ich habe mich danini iin zweiten Abschnitte nur mit dem 
Irrationalen von der Fonn ]/A, im dritten mit dem 

3 n 

Irrationalen von der Fonn und A beschäftigt, wo 
A bez. keine zweite, dritte, wte Potenz ist — Im 
dritten Abschnitt wird man die Anwendung der geord- 
neten Division auf die Bestimmung der dritten Wurzel 
aus ehier Zahl finden. - Der Gegenstand des vierten 
Absehnittes sind die imagiuairen Zahlen. Zunächst ist 
die Bedeutung des Factors t gelehrt und sind darauf 
die Gesetze für die llechnung mit imaginaireii Zahlen 
aufgestellt. — Die Frage nach der riten Wurzel aus 
einer Zahl u fällt mit der Frage nach der Lösung der 
Gleichung: x’* = « zusammen; ich habe darum auf die 
Lehre von der zweiten, dritten ... Wurzel aus positiven 
oder negativen Zahlen die Theorie der Gleichungen 
zweiten, dritten und vierten Grades im fünften Abschnitt 
folgen lassen und zwar in jedem Falle diejenige Lösungs- 
methode angegeben, welche sieh am einfachsten repro- 
duciren lässt. 

Der dritte Theil endlich, welcher von den Logarithmen 
handelt, giebt eine elementare Theorie derselben, zeigt 
die Möglichkeit ihrer Berechnung und schliesst mit ihrer 
Anwendung bei Lösung von E.vponential -Gleichungen. 

Diese Anordnung, in deren h'olge die vorgetragenen 
Lehren als ein organisches Ganze erscheiueii, führt aller- 
dings einen kleinen Uebelstand, der nicht zu vermeiden 
war, mit sieh. Wälirend nämlich erst im dritten ^riieil 
von den Logarithmen die Rede ist, bedarf man derselben 
bereits — wenigstens mit seltenen Ausnahmen — bei 
der Lösung der Gleichungen vom dritten und vierten 
Grade. Man wird darum entweder die Umformung der 
Wurzeln einer cubischen Gleichung, wie sie von j)ag.,200 
bis 207 durchgefiihrt ist, unterlassen, bis der Inhalt des 
dritten Theiles vorgetragen, oder aber an irgend einer 
passenden früheren Stelle wenigstens den Gebrauch der 
Logarithmen-Tafcl lehren müssen. Ich ziehe letztes vor, 
weil die Theorie der Logarithmen jedenfalls besser ver- 
standen wird, wenn der Studirende schon das eine oder 
andere Mal eine Logarithmen - Tabelle benutzt hat, und 
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iiieiiio Ziiluircr mit (h in Bojjriff dos I>oj;aritliiiui8. 
(I(*n Fiiinlamentiil - Gesot/.on u. s. w. bekannt zn niaolion 
und sie den (jelnanoli der llaiMlbüeher zu lehren, naeli- 
dein in ineimm Vorträj^tm iilier Geonietrie, die |iaiallel 
mit denen über Aritlimetik in je täj>'lieli einer Stunde 
}jelialten werden, das Wicliti}i:ste der Goniometrie abjje- 
liandelt ist. 

Was cndlieli die Auswahl des Stoffes anlanot, so 
iinterseheidet sieh aueh hierin meine Sehrift einifjer- 
maassen von Werken iilmlieher Tenden;?; Manches ist 
weiter ausijefiihrt , Manches, wie z. 11. die alljjfemeine 
Lehre von der ( Jonver<j;enz der Reihen, der binomische 
I.,ehrsatz für <>:ehroehcne Ex])onenten, üherall nicht he- 
handelt. Dieses {jesehah ans folfienden Gründen. 

Nachdem die Theorie des unendlich Kleinen als 
unhaltbar erkannt und an ihre Stelle die Methode der 
Grenzen gesetzt worden, daif man die Eintheilnng in 
Arithmetik, algcdiraisehe Analysis und Differential- und 
Integral - Rechnung als einen überwundenen Standjmnkt 
behanjiten. Es giebt nur Zweierlei ; entweder wird die 
Grösse als discret. als aus einzelnen bestimmten Thcilen 
bestehend und nur um sidehe Theile veränderlich, auf- 
gefasst: dieses führt zur Arithmetik; oder man betrachtet 
die Grösse als stetig, als allinählig zu- oder ahnehmend: 
dieses führt zur lAdire von der Tlieorie und Anwendung 
der Grenzwerthe, d.i. zur Analysis, deren Haupt-, aber 
nicht alleiniger Rcstandthcil die Differential- und Integi'al- 
Rechnung ist. Der Werth jeder eonvergirenUen unend- 
liehen Reihe ist aber die Grenze, welcher sich die 
Summe der n ersten Glieder mit unaufhörlich wachsendem 
n immer mehr nähert ; die Theorie der Reihen kann deni- 
nach kein Theil der Arithmetik sein; man gelangt zu 
denselben erst dadurch, dass man sicli in Taylors oder 
Stinlings Formel den Inde.x dt« letzten Gliedes über 
Jede Grenze hinaus wachsend denkt. 

Vorstehende Remerkungen schienen mir zur richtigen 
Reurtheilung meiner Schrift, die ich hiermit dem mathe- 
matischen Rublikum ültergebe, nothwendig. 

Hannover, den 18 . Juli 18 Bö. 

Cri*ellei 
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Bevor wir uns den Uiitersueliuu''en zuwemlen, mit wclelion 
wir uns in gegenwärtiger Schrift zu beschäftigen die Absicht 
Itaben, ist es nothwendig, uns zunächst über die Bedeutung ge- 
wisser Bezeiclinungen, die von verschiedenen Schriftstellern in 
verschiedenem Sinne erklärt worden sind, zu entscheiden. 

Die sogenannten absoluten ganzen Zahlen oder Zahlen der 
natürlichen Zahlenreihe kann man als arithmetische Ucpräsen- 
tanten einer Bcihe von I’unkten auffassen, die von irgend einem 
Anfangspunkte (Nullpunkt) aus auf einer einseitig unbegre^izten 
Geraden in gleichen Entfernungen fixirt sind (Eig. 1 ). Alsdann 

fällt die Bestimmung des Zahl- 
Fig. 1 . wcrthes eines Ausdrucks mit der 

^ ^ ^ ^ ^ ^ Angabe <les durch jenen Ausdruck 

0 1 : 3 « 5 r, rcpräsentirten l’unktes zusammen; 

und es lassen sich die beiden 
einfachsten Operationen, die des Addirens und des Subtrahirens 
folgendermassen detiniren. Addiren heisst, von dem Punkte der 
Zahlen-Achse ausgehend, der durch den ersten Summanden reprä- 
sentirt wird, um so viele Schritte vorwärts schreiten, als der 
zweite Summand Einheiten enthält; die Zahl des erreichten 
Punktes ist die Summe. Subtrahiren heisst, von dem Punkte des 
Minuend ausgehend um so viele Schritte rückwärts schreiten, als 
der Subtrahend ICinheiten enthält; der arithmetische Bepräsentant 
des so erreichten Punktes ist die Differenz oder der Best. Hier- 
aus folgt, dass die Bestimmung einer Differenz: « — h für ac^b 
vorläufig unmöglich ist, dass man also entweder Differenzen 
letzterer Art vermeiden oder die Zahlen-Achse so erweitern 

1 
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muss, «lass auf ilir auch diojenis'en Punkte fixirt werden können, 
Welche arithmetisch durcli Differenzen wie etwa 2 — 5, 3— 7 etc. 
darzustellen sind. Erstcres kann nicht geschehen; denn in der 
Arithmetik rechnet man weniger mit Zahlen, als, um Gesetze von 
ganz allgemeiner Gültigkeit ziu erhalten, mit Zahlzeichen, so dass 
das VcrhiLltniss der durch letztere reprüsentirten Grössen im 
allgemeinen ein völlig unbekanntes ist. Es bleibt demnach nur 
übrig, die Zahlen-Acbse zu ci’wcitern und zwar, wenn man wie vor- 
hin (Eig. 1) ursin-ünglich die Richtung von Null nach rechts ins 
Auge gefasst hatte, vom Anfangspunkte' nach links. — Hierdurch 
ist die Schwierigkeit aber nur in einer Beziehung gehoben; denn 
man sieht leicht, dass sich jetzt bei der Bestimmung zweier 
Differenzen von der Eorm: a — b und h — a, z. B. 7 — 3 und 
3 — 7 zwar zwei verschiedene Punkte ergeben, die jedoch durch 
dieselbe Zahl repräsentirt sind, dass man z. B. im letzteren Falle 
zu dem .\bsiirdiim: 7 — 3 = 4=:3 — 7 gelangt. Diese Er- 
scheinung hat offenbar ihren Gnind darin, dass die beiden resul- 
tirten Punkte allerdings gleichweit vom Nullpunkte entfernt sind, 
aber auf verschiedenen Achsen liegen; folglich wird die Aufgabe, 
die zu der augenblicklichen Betrachtung Veranlassung gab, erst 
dann vollständig gelöst sein, wenn man den Zahlen noch irgend 
etwas hinzufiigt, aus welchem sich erkennen lässt, ob sie als 
arithmetische Repräsentanten eines Punktes der einen otler der 
entgegengesetzten Richtung anzuseben sind. Zu einem solchen 
charakteristischen Merkmal gelangt man durch folgende Ueber- 
legung. Angenommen, es handelte sich um die Differenz 3 — 7. 
Um ihren Werth zu erhalten, hat man vom Punkte der Zahl 3 
aus um 7 Schritte rückwärts zu geben; hierbei passirt man noth- 
wendigerweise den Nullpunkt und zwar in dem Augenblick, in 
welchem die 3 ersten Schritte rückwärts gethan sind. Drückt 
man dieses arithmetisch dadurch aus, dass man schreibt: 3 — 7 
= 3 — 3 — 4 = 0 — 4 = — 4 , so kommt man zu dem schliess- 
licben Resultat, dass der arithmetische Repräsentant des Punktes 
der Differenz 3 — 7 die Zahl — 4 sein muss, dass also allgemein 
die Punkte derjenigen Richtung, welche der ursprünglichen ent- 
gegengesetzt ist, bcz. durch die sogenannten negativen Zahlen: 
— I , — 2 , — 3 , — 4 etc. darzustellen sind. — Nach Con- 
statirung ilicser Tbatsache lässt sich in Bezug auf die absoluten 
Zahlen noch Folgendes hinzufügen. Um z. B. den Werth der 
Summe: — 2 -}- 6 zu erhalten, hat man vom Punkt der Zahl 
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— 2 aus um ü Srliritte vorwärts zu pelieu. Nucl)dem die beiden 
ersten Schritte zurückgelegt sind, ist man im Nullpunkt an- 
gelangt, von welchem aus noch weitere vier Schritte vorwärts zu 
schreiten sind. Drückt man dieses arithmetisch dadurch aus, dass 
man schreibt: — 2-f-6 = — 2-f-2-|-4 = 0-|-4 = 
erkennt man als das arithmetische Zeichen des resultirenden 
Punktes — ursprünglich die absolute Zahl 4 — jetzt die soge- 
nannte i>ositive Zahl: -f- 4 (Fig. 2). Allgemein kommt man also 

. einmal von den absoluten 
Flg- 3. ' Zahlen ausgehend zu- 

I I I 1 nächst zu den negativen, 

_2 _i 0 1 2 3 4 diese fuhren zu den po- 

sitiven Zahlen , welche 
wieder mit den absoluten zusammen fallen; und hat man ein ander 
Mal für die relativen Zahlen, worunter man gleichzeitig die posi- 
tiven und negativen begreift, ein Grundprincip aufgestellt, welches 
sich, wenn mau bedenkt, dass unserer Erklärung zufolge, auch: 
-|- a a.(-|-l), — a — a.( — 1) sein muss, folgendermasscn 
aussprechen lässt: 

Das Verbundeusein des Factors — 1 mit einem Zahlen- 
ausdrucke deutet an, dass der durch diesen Ausdruck 
repräsentirto Punkt in einer Richtung liegen muss, 
die derjenigen entgegengesetzt ist, welcher er ange- 
hören würde, falls jener Ausdruck nicht mit dem 
Factor — 1 behaftet wäre. 

Hiermit ist den Sätzen über das Vorzeichen des Produktes 
oder Quotienten relativer Zahlen jedwede Unklarheit oder Un- 
bestimmtheit genommen. Man erkennt sofort, dass: a.( — 1).( — 1) 
= a.(-(-l), a.( — 'lj.( — 1).( — l)=ra.( — 1) sein muss, dass in der 
gewöhnlichen Ausdrucksweise: Ungleiche Zeichen minus ( — j. 

gleiche Zeichen plus (-}-) geben, dass für den besonderen Fall 
eines Produktes gleicher negativer Factoren dasselbe positiv oder 
negativ ausfällt, jenachdem die Anzahl der Factoren eine gerade 
oder ungerade ist. 

Ein solches Produkt gleicher Factoren nennt man kurzweg 
eine Potenz. Ihr Werth ist demnach bestimmt, sowie man den 
gleichen Factor und die Anzahl der Factoren kennt; das 
Symbol derselhen muss darum nur aus zwei Zahlen zusammen- 
gesetzt sein, von denen die eine — Rasis genannt — den Factor, 
die andere — Exponent genannt — die Anzahl der Factoren 

1 * 
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angiebt. Dasselbe besteht darin, dass man den Kxponenten oben 
an den Kopf des l’uchstaben setzt, der die Basis repräsentirt. 
so dass also: a^, ... a" bez. die Produkte a.a, a.a.a, ... 

a.a.a ... darstellen. 

Was die Reelinung mit Potenzen anbelangt, so hat man 
folgende einfachen Gesetze. 

Für jedes g;mze positive m und n folgt aus: a™ = a.a ... a(„,j 
und a" = a .a ... 0 („) : 

1 ) a”' . ^ n .a . . -0(m) .a ... 0 (n) = «“+” 

und so lange m'^n ist: 


a . <1 . . . <1 ... Q/m-i 

2) a“ : a" = - - — = a“-", 


dagegen für m <C.n\ 
3) a“.a" = 




“(m) 


a.a... 0(„,)0 ... 


_ 1 _ 

„n-ii 


und endlich: 


4t fa“t" = a*” . a™ . a™ . . . a™ = a"*”. 

^ (n) 

W.ähreiid also 1 und 4 gelten, in welchem Grösseiiverhältniss 
die Exponenten vi und n zu einander stehen mögen, ist bei der 
Bestimmung des Quotienten zweier Potenzen derselben Basis zu- 
nächst zu überlegen, welcher von den beiden Exponenten, der 
des Zählers oder der des Nenners, der grossere ist; im ersten 

Falle findet Gesetz 2 seine Anwendung:-^ = a^, u. s. w., 

im letzten dagegen Gesetz 3: ^ u. s. w. Hier- 

durch kommt man bei allen Rechnungen mit allgemeinen Zahl- 
zeichen in eine missliche Lage und ist zu grossen Weitschweifig- 
keiten gezwungen, wenn man nicht, wie wir es hiermit thun 
wollen, ein für alle Mal die Schreibweise: 



acceptirt. Alsdann kann man stets nach 2 verfahren, d. i. unter 
allen Umständen: -5^ = a^- s setzen, da man weiss, dass, kommt 

für irgend welche Werthe des p und q zunächst eine Potenz mit 
negativem Fjcponenten zum Vorschein, z. B. für /> = 3, q = b:a—*, 
diese nur der Einfachheit halber an Stelle des leicht bestimm- 
baren Bruches: — ^ — gesetzt worden ist. 

a‘ a .a ^ 
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Führt man aber zu irgend einem Zweeke eine neue Sdireib- 
art ein, so muss dieselbe so gewählt werden, dass sie einmal zu 
keinerlei Zweideutigkeit in Bezug auf den dureh sie repräsentirten 
Werth und ein andermal zu keinen fehlerhaften Resultaten für 
Rechnungen mit diesem neuen Symbol Veranlassung geben kann. 
Im gegenwärtigen Fall ist nun zunächst an und für sich klar, 
dass .zafolge obiger Erklärung der Potenz mit negativem Expo- 
nenten ihr Werth ein ganz bestimmter ist; und was den zweiten 
Punkt anbelangt, so lässt sich leicht folgendermassen zeigen, dass, 
wendet man auf Potenzen mit negativen Exi>onenteu ohne weiteres 
die Gesetze 1), 2), 3) und 4) an, d. h. rechnet mit ihnen, 
als wären die Exponenten positive Ganzzahlen, man 
stets zu richtigen Resultaten gelangen muss. 

Bezeichnen nämlich m und n irgend welche Ganzzahlen, so 
ist stets: 



V . — g+mn g(— m).(— m) 

,,-ran 


Schliesslich ergiebt sich noch als unmittelbare Cousequenz 
von b für jedes beliebige a: 

9) n" — a'"-™ = r-r 1 

ein Satz, der sieh auch von 4 ausgehend folgendermassen be- 
weisen lässt. Da nämlich für jedes n: («'’)" = a**" = a® ist, so 
muss «'> einen Zahlwerth repräsentireii, der durch Potenzirung 
keinerlei Aenderung erleidet, d. i. a*’ muss gleich der absoluten 
Einheit sein. 

Sind endlich nicht, wie oben, die Basen gleich, sondern die 
E.vponeuten, dann hat man statt 1 und 2 o<lcr 3 die beiden 
( iesetze : 

1 ^ Y “ ” II . « . rt . . . «(„) 

1 1, } ~ T - h ■ b 
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und wenn liieiin -- = c, uko u = hc gesetzt wird: 

c“ = 

h" 

oder 

11) (bc)” = 6"c“. 

Zwischen der Ilasis, dem l']xj)onenten und dem Wertli der 
Tütenz, d. i. wenn man etwa: 

a" = h 

unnimmt, zwischen a, n und b existirt offenbar ein solcher Zu- 
sammeidiang, dass, sind zwei dieser Zalden gegeben, die dritte 
ehenCalls einen bestimmten unveriinderlichen Wertli haben muss. 
Vom IScgriffe der l’otenz ausgehend kommt man demnacli zu 
einer dreitlioiligen Aufgabe: Aus a und n:b, aus « und b : a, 

aus a und b : n zu bestimmen. Diese drei rrobleine wollen wir 
in dem Folgenden in lletracht ziehen und uns ausserdem, nach- 
dem die Grundsätze der jedesmaligen Lösung aufgestellt siml. 
mit einer Reihe von Untersuchungen bescliäftigen, zu denen wii' 
zum grössten Theil durch jene Aufgabe selbst und durch die be- 
sondere Art ihrer Lösungen gefiihrt werden. 
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Der binomisclie Lehrsatz. 

Dem Uegrifl'e einer l’oteiiz zufolge lässt sieh der Werth der- 
selben, fiills Kxiwneiit und Hasis gegeben sind, dureh eine Mul- 
tiplieation ermitteln. Diese Arbeit wird aber desto mühsamer, 
je höher der K.xponent und jo zusammengesetzter die üasis ist, 
so dass sich die Frage aufwirft, ob nicht auf einem einfacheren 
Wege als dem der Multiplication der Werth einer l’otenz etwa 
von der Form: (x -|- a)" zu erlangen sei. Die Deantwortung 
dieser Frage macht es nothwendig, uns zunächst Untersuchungen 
anderer Art zuzuwenden, deren Krgebnisse nicht allein im vor- 
liegenden Falle erfolgreiche Anwendungen finden. 

Werden mehrere Grössen: a, b, c, d p oder nur ein 
Theil derselben in irgend einer Weise nebeneinander gestellt, so 
nennt maji das Ilesultat dieser Operation kurzweg eine Coin- 
plexion. Solche Complexionen kann man in der verschiedensten 
■\rt bilden. Sind z. D. 5 Elemente: n, b, c, d, e gegeben, so 
kann die Aufgabe gestellt werden, alle möglichen Complexionen 
von je zwei oder je drei Elementen zu bilden und hierbei ent- 
weder ausmachen, dass in keiner Complexion dasselbe Element 
zwei oder mehrfach vorkommt, oder eine sogenannte Wieder- 
holung gestatten. lletrachtet man ausserdem hierbei Com- 
plexiouen, die die nämlichen Elemente nur in verschiedenen 
Ueihenfolgen enthalten, wie z. 15. a& und 6a, als identisch, so sagt 
mau, die gegebenen 5 Elemente sind zur 2ten bez. 3ten Klasse 
ohne oder mit Wiederholung combinirt worden und bezeichnet 
die Anzahl aller erhaltenen Complexionen, die jetzt Comhina- 
tionen heissen, mit bC'i bez. 5C’3 oder 56'C2 bez. 5C’C’3. Den 
Werth eines solchen Symbolcs nCm, d. i. die Anzahl aller Coni- 
plexionen zu finden, die man erhalten muss, werden n unter ein- 
ander ungleiche Elemente zur mten Klasse ohne Wiederholung com- 
binirt, ist un.scre nächste Aufgabe, die wir in folgender Weise zur 
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Lösung bringen. Sänimtlicbe Combinationen <ler unter ein- 
ander ungleichen P'.lemente: a, 6, c ... p zur mten Klasse lassen 
sich in solche eintheilen, die a enthalten und in solche, welche 
frei sind von a; oder in solche, die b enthalten und in solche, 
die frei sind von h u. s. w. Denkt man sich im Fall der ersten 
Gruppining von allen Complexionen der ersten Gruppe das Ele- 
ment a weg, so bleiben offenbar alle Combinationen ohne Wieder- 
holung der (n — 1) Elemente: 6, c, d...p zur {m — l)ten Klasse 
übrig; denn sind sämmtliche Verbindungen von je (m — 1) Ele- 
menten, welche die (n — 1) Elemente: b, c, d . . . p, im Sinne der 
Combination ohne Wiederholung, eingehcn können, gebildet und 
wird jeder der so erhaltenen t’omple-vionen das Element a hiiizuge- 
fügt, dann müssen die so vervollständigten Combinationen die- 
jenigen sein, welche jene erste Gruppe bilden. Demnach ist die 
Anzahl der letzteren symbolisch durch (« — l)C{m — Ij darge- 
stellt. — Geht man von der zweiten Art der Eintheilung aus. 
so dass alle Combinationen, die b enthalten, die erste Gruppe, 
alle, die frei sind von b, die zweite bilden, dann würde die obige 
Schlussfolge offenbar wieder zu dem Kesultate führen, dass die 
.\nzahl der ersteren (n — 1) C(w — 1) sein muss. Hieraus folgt, 
dass die Anzahl der Combinationen, welche a enthalten und 
derer, welche b, c . . . und derer, welche p enthalten: 

71 [(n — 1)6’ (m — 1)] 

sein muss. Hedcnkt man schliesslich noch, dass jede Coniplexion 
wegen jedes in ihr enthaltenen Elementes ein Mal gezählt, dass 
also jede 7ii-mal in Anrechnung gebracht wurde, so kommt man 
zu dem Itesultatc: 

1) H Cm = [(71 — 1) C(771 — 1)]. 

Wird in diese Foi-mel der Reihe nach statt 7i: ( 71 — 1), 
71 — 2, ... 71 — 771 -f- 2, statt 771 : 771 — 1, 777 — 2, ... 2, ein- 
gesetzt : 

(71 — 1) C’(771 — 1) = J [(« — 2) r(77i — 2 )] 

(71 2)6'(771— 2) = [(71 3)6'(771 3)| 

u. s. w. 

^„_,„4.2)C(2) :«±1.[(„ i)r(i)]. ■ 
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so erhält man schliesslich durch Multipliciitioii aller dieser 
(ileicliiingen mit einander und mit Rücksicht auf: f« — «»-(-l)C’l 
= n — m -)- 1 : 

2) nCm= - ” r . 

1 . 2 . d ... {m — I) »« 

Hiemacli lassen sich 4 ungleiche Elemente a, b, c, d zur 

ersten Klasse: ^ = 4-mal, zur zweiten Klasse: = 6 -mal, 

4 3 2 • 

zur dritten Klasse: j 3 = 4-mal, zur vierten Klasse: 

4 3 2 1 

rWr ~ l-nial ohne Wiederholung combinireu. Die Combi- 
nationen selbst sind: 


Zur I. Kl.: 
a, b, c, d. 


Zur II. Kl.: 
ab bc cd 
ac bd 
ad 


Zur III. Kl.: 
abc bed 
abd 
aed 


Zur IV. Kl.: 
abcd 


Dem Begriff des t'ombinirens zufolge sind C'omplexiouen, die 
dieselben Elemente nur in versebiedenen Reihenfolgen enthalten, 
wie z. B. abc, bac, cab individuell gleich. Darum wird mau die 
irgend eine Combination bildenden Elemente stets so ordnen 
können, dass niemals ein Element cineib zweiten vorhergeht, 
welches in der gegebenen Reihenfolge der Elemente demselben 
folgte. Ist dieses geschehen, dann nennt mau die C’ombinationen 
gut geordnet. So sind im letzten Beispiel die 4 zu combi- 
nirenden Elemente so gegeben, dass a als das erste, 6 als das 
zweite, c als das dritte und d als das letzte ersclmint. Es würden 
also die L'omplexionen : abc, abd, aed, bed gut geordnet sein, 
dagegen nicht: acb, bac, db<i u. s. w. 

Denselben Weg einschlageud, der zur Eonnel 2) führte, 
kann man noch zu einem anderen Resultate gelangen, welches 
ebenfalls nicht ohne Interesse ist. Wir theilten vorhin silninitliche 
Combinatiouen der n Elemente a, b, c ... p zur mten Klasse in 
solche ein, die a enthalten und in solche, die frei sind von a. 
Eür die Anzahl der ersteren fanden wir bereits: (« — — D- 
Die .\nzahl der letzteren muss ofi'enbar (n — 1)6’ 7« sein, weil 
Individuen dieser zweiten Gruppe alle diejenigen sind, die man 
erhält, wenn die ( 7 » — 1) Elemente: b, c, ... p zur 7«ten Klasse 
coinbiiiirt werden. Demnach ist: 


3) « Cm = (ft — 1) C{m — 1 J -f- (7t — Ij Cm. 
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woraus nuiii der Keilie nach durch Vertauschung des n mit: 
M — 1, II — 2 ... u — (n — ju — 2), n — (»i — m — 1) findet: 

(« — 1)6 ' m — {n — 2) C'(m — I) -[- (« — 2) Cm 
in — 2)6'?« = (n — i\)C(vi — I) -|- (n — 3) Cm 

[u — (« — m — 2)J6’m = | « — (h — j;i— 1) |(-\ni — !)-}-( n — — m— l)j6m 
[u — -fu — m — 1 )|6'm — I it — (n — m)]C'(n» — l)-f-|« — (n — ni)] Cm. 
und wenn alle diese Gleichungen addirt werden: 

nC/n = (u— l)6'(m — 1)-|-(« — 2)C(m— l)-f-('* — .3)6'(m — 1 

-j- («i-|-l)6'(m — 1) -|- m C(m — I) -j- w Cm, 

oder in Ilücksicht auf 2): 

l)...(n -»«4 I) _ (h— l)...(ii— »n-f"') i ('• — 2)...(/i — m) i 
1 .!} ... m ““ 1 ... (m-1) ■ i ... ■■■ 

-f + ,» 4- 1- 

Setzt mau jetzt w = A: -j~ 1 • 

1 4- (A- -}- 1) 4- 4- . . . -f 

I ()i — 1 } . . . (ii — t) n(n — I )...(« — A) 

' 1 ... A “ 1T..(A4D 

und vertausclit n mit n f" erhält man die Gleichung: 

4, 1 4- (/.■ 4- 1 ) 4- (tt^pü) 4- ... 4- 

I (/I I A — 1 ) . ■ . I I {ti4 A)...h 

T r.TrA ' “ 1 ..T(ä4T[ 

aus der sich dadurch, dass man statt A numerische Werthe ein- 
setzt, fidgende Reihen von Fonnein ergeben, die bei mancherlei 
Untersucliungen angewendet werden können. 

Für A — 1, 2, 3, 4 ... findet man der Reihe nach: 

5) i4-24-3444-r,:f-...+(«-i)4-« = 

0, i4.:t4ü4-iü4i54-...-htfF4^-f^i"='^ 

7) 1 444-io4-2t)4-.3ö4-...4-^^^-?^^ + ^W’’‘ 

' ( «4-3)(»+2)(n4 l)ii 

““ 1 . 2 . 3 . 4 

H , 1 4- ö 4 1 5 4-35 4 70 4 ... 4 j'6 

Q.-I 4)(«4 3)( i ,+2)(h4-1) ,... 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 
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Die linker Hand vorkominenden Summanden, deren Bildungs- 
gesetz leicht zu erkennen ist, nennt man: Figurirte Zahlen. 
Die rechten Seiten sind ihre Summen. - 

Diese figurirten Zahlen hndeii hauptsächlich ihre -\nvvendung 
hei der Herstellung von Summen gegebener, nach bestimmten 
Gesetzen gebildeter Zahlen. Der einfachste dieser Fälle ist der, 
in welchem die zu addirendeu Zahlen eine sogenannte arith- 
metische Progression bilden, d. h. so beschaffen sind, dass 
je zwei auf einander folgende Glieder die nämliche Differenz 
haben, Zahlen also von der F»>rm: 

a, a-\- d, <i 4" a -j- 3 c/ . . . a -(- ('< — \)d. 

Wird die Summe aller dieser Grössen mit S bezeichnet, so 
hat man offenbar: 

Ä = „«-fd[14-2-t-3+ ... 1)], 

also mit Rücksicht auf 5: 

9) S' = n a t/ " . 

An dieser Stelle, wo wir ger,ide von Progressionen handeln, 
bemerken wir noch, dass man eine Aufeinanderfolge von Grössen, 
von denen je zwei auf einander folgende denselben Quotienten 
haben, eine geometrische Progression nennt. 

Der Typus einer geometrischen Progression ist demnach: 

a, a<, a<2, at^ ... 

Die Summe aller Glieder mit S bezeichnet, erhält man sehr 
leicht aus: 

S = a a t a ... n . 

und 

67 = at at"^ at^ at" 

durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen: 

10) S=a-\^. 

Bilden Zahlen weder eine arithmetische noch geometrische 
Progression, so ist man unter folgenden Umständen im Shmde, 
ilire Summe zu bestimmen. 

Subtrahirt man von jedem folgenden Gliede das vorher- 
gehende, stellt die so erhaltenen Differenzwerthe nehoneinander, 


Digitized by Google 


14 


verfährt mit ihnen wiederum so, wie mit den gegebenen Zahlen; 
setzt dieses fort, bis sicli eine Differenz-Reihe ergiebt, in welcher 
alle Glieder gleich werthig sind, dann sagt man einmal, sind die 
letzten gleichen Differenzen etwa die nten, dass die gegebenen 
Grössen eine arithmetische Reihe nter Ordnung bilden 
und kann ein ander Mal die Summe der Zahlen finden, was n 
immerhin auch sein möge. 

So ist z. R. fiir die Zahlen : 

1 2 4 9 19 36 62 99 149 

die Iste Dill'.: 1 2 5 10 17 26 37 50 

die 2te Dill’.: 1 3 5 7 9 11 13 

die 3tc Diff.: 2 2 2 2 2 2 

folglich bilden die Zahlen der ersten Horizontal -Columne eine 
arithmetische Reihe dritter Ordnung. 

Uni die Summe aller Glieder einer arithmetischen Reihe nter 
Ordnung zu bilden, schlagen wir folgenden Weg ein: 
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Kehren wir jetzt zur Hildunt' von t'oinplexionen zuriiek und 
beschäftigen uns zunächst mit den Coinbinationen mit Wieder- 
hol ung, so dass jetzt, falls die vier Elemente a, c, </ zur 2 ten 
Klasse mit Wiederholung coiubinirt werden sollen, die Com 
plexionen : 

fin bli fr ilil 
ah hc r<t 
nr Ixi 
ad 

sind, also 4 C'C ’2 = 10 sein muss. 

Denkt man sich, um den Werth des Symbols: uCCm zu 
linden, die n Elemente: 

"if '* 2 ' "3 • • • '‘in • • ■ 

zur mten Klasse mit Wiederholung combinirt uml alle Com- 
plexioneu gut geordnet, vermehrt darauf in jeder Comhinution 
den Iudex des zweiten Elementes um eine Einheit, <les dritten 
um zwei ... des letzten, wten, "Elementes um (m — 1 ) Einheiten, 
so dass z. B. aus *'3 • • • «m— 1 «m wird : 0| 03 05 . . . 

aim-i, dann erhält man Complexionen von folgenden Eigen- 
schaften ; 

1 ) In keiner der Coml)iuationen kommt dasselbe Element zwei- 
oder mehrfach vor; 

2 ) Unter den Coinbinationen giebt es keine identische; 

3 ) Statt 11 gehen jetzt »i-j-m — 1 Elemente Verbindungen zur 
mten Klasse ein und zwar müssen es: 

4 ) alle Combinationen der («-(-«) — 1 ) Elemente: «1 ...o„.. 
«nfa-i S'-ui’ »den Klasse ohne Wiederholung sein. 

Denn denkt man sich zwei Tabellen hergestellt, in der einen 
die Combinationen der «Elemente ... «„ mit Wiederholung, 
in der anderen alle Combinationen der n m — I Elemente: 
Oj . . . On-t-m-i ohne Wiederholung, jedes Mal zur mten Klasse 
und reduciii die Indices der letzteren Combinationen nach dem- 
selben Prinzip, nach welchem vorhin die Indices der ersteren er- 
höht wurden, so muss sich jede so erhaltene Complexion der 
zweiten Tabelle auch in der ersten vorfinden. Würden nun 'nach 
dieser Iteduction in beiden Tabellen die identischen Combinationen 
durchgestrichen, und blieben in der ersten noch einige übrig, 
dann würden diese, die Indices erhöht, Verbindungen jener 
(n-t-m — 1) Elemente zur mten Klasse ohne Wiederholung liefern, 

2 
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die unter den vorhin benutzten Individuen der zweiten Tabelle 
sich nicht vorgefunden hätten. Das kann aber nicht der Fall sein, 
weil sonst nicht alle Combinationen der («-["”• — 1) FJemente zur 
»iten Klasse ohne Wiederholung verzeichnet gewesen wären; es 
ist also; 


14) « CCm = (n + m-\) Cm = 


Heis{)iel: Die Elemente a, b, c, d zur Isten, 2tcn, 3teii, 

4toii Klasse mit Wiederholung zu combiniren. 

Die Anzahl der herzustellenden Complexionen ist bez.; 

4 5.4 6.5.4 7. 6. 5. 4 o-. 

T ’ T2 = iTO- - 172 . .1 . 4^ == 

Die Combinationen selbst sind: 

Zur 1. Kl.: Zürn. Kl.: Zur III. Kl.: Zur IV. Kl.: 

a an hh cc dd uaa hhh ccc Jdd aaaa bhhh rccc dddd 

b ab bc cd nab bba cca dda aaab bbba ccea ddda 

e ac bd aac bbc ceb ddb aaac bbbe cccb dddb 

d ad aad bbd ecd ddc aaad bbbd cccd ddde 

nbc bed nabe bbtic ccab ddah 

abd aabd bbad ccad ddac 

aed aaed bbcd cch<l ddbc 

(labb bbcc cedd 
aacc bbdd 
aadd 
abcd 

Eine zweite Art der Complexionen -Rildung ist die des Per- 
mutirens. Hierunter versteht man die Nebeneinander-Stellung 
gegebener Elemente in allen möglichen Reihenfolgen. So sind 
also für die drei Elemente a, b, c alle Permutationen: abc, acb, 
bac, bca, cab, cba. Wir beschäftigen uns zunächst mit dem Falle, 
in welchem die zu permutirenden m Elemente: a, b, c ... k 
unter einander ungleich sind, bezeichnen die Anzahl aller Pennu- 
tationen mit Fm und bestimmen den W'erth dieses Symbols 
folgendennassen. 

Dem ersten Elemente kann man offenbar m verschiedene 
Stellungen anweiseji, und, nachdem dieses placirt ist, dem zweiten 
noch m — 1. Denn nimmt z. B. in einer Complexion das erste 
Element die erste Stelle ein, so kann man dem zweiten noch die 
zweite, dritte . . . mte Stelle anweisen u. s. w. So kommen also 
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auf je eine Stellung des ersten; (w — l) des zweiten; also anf 
die m überhaupt möglichen des ei-sten: — 1) der beiden 

ersten. Denkt man sich jetzt diese wi(fn — 1) Cumplexionen hin- 
geschrieben, die noch unbesetzten (v> — 2) Stellen vielleicht durch 
einen Strich ( — ) bezeichnet: 


a b ~ ~ 

ha 

h - a 


b--...-a 

a - h — . - 

- n h - ■ ■ ■ - 

-ba 


-b « 

a - - ^ - 

- a - b ... - 

--ab .... 

... 

- - 6 ... - a 

a . . . Ä 

- a - - . . . b 

~ ~ a - ... h 


- ~ b a 


so erkennt man sofort, dass durch jede nur mögliche I’laci- 
rung des dritten Elementes c aus jeder dieser Verbindungen 
m — 2 neue fliessen, z. B. aus ab 

a b c - ■ • • a h - c • • • -, ••• a b - c, dass also, 

werden die drei ersten Elemente berücksichtigt, die Anzaiil aller 
möglichen Permutationen: m(m — 1)(»» — 2) sein muss. So weiter 
schliesscnd, findet man endlich: 

15) Pm — m(m — l)(ni^ — 2) ... [tn — (tn — 1)| 

= m (>« — 1 J (nj — 2) ... 9.2.1. 

Demnacli lassen sich die 4 Elemente: o,h, c,<f: 4.3.2. 1 =24-mul 
permutiren. Die Permutationen selbst sind: 


abcd 

iibdc 

aebd 

aedb 

adbc 

adeb 

baed 

bade 

cabd 

cadb 

dabc 

dacb 

bcad 

bdac 

ebad 

rdab 

dbac 

dcab 

beda 

bdca 

ebda 

cdba 

dbca 

deba. 


Befinden sich unter den gegebenen m Elementen k gleiche, 
m — k unter einander ungleiche: 

a^ C . . , 0^ P(m— k)i , V* ■ • * 

SO ergieht sich die Anzahl aller jetzt möglichen Permutationen, 
welche mit Pmk bezeichnet werden soll, wenn man sich zu- 
nächst den {m — k) ungleichen Elementen ihre m (m — 1) ... 
[m — (m — k — 1)] = m(m — 1) ... (fc-f-1) möglichen Stellungen 
angewiesen denkt. Die so erhaltenen Complexionen , in denen 
noch k Plätze auszufiillen sind, lassen sich etwa folge nderraassen 
darstellen : 

2» 


I 
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fibc ... op - ubc ... po ... bc ... opa - ~ . 

abr ... 0 - p- ■■■ - abc ... p- 0 - • - ... bc ... op - a- ■ ■ • 

abc ... o- -p ... - abc ... p--o.- ■- ... bc ... op - - a . . . 


abc ... o • • • p\ abc...p ...o; ... bc...op 


a 


Weil es nun zu identischen Endresultaten fuhren muss, ob 
man den in irgend einer dieser noch zu Tervollständigenden 
{'omplexioiien ersten leeren Platz mit dem ersten, zweiten ... 
oder kten q ausfüllt u. s. w., so kann jede der 7n(m — 1) ... 
(k -f- 1) unvollständigen Permutationen nur je eine vollständige 
liefern, so da.ss also: 

Iti) = m(ni — 1) ... (Ä-j-1) 

sein muss. Die f> Elemente: a, a, a, b, c lassen sich demnach: 
5.4 = 20-mal pei-mutiren und zwar erhält man : 

bccuia chaaa abcaa aebaa aaben aaeba aaabc aaacb 

bacaa cabaa abaca acabu aabac aacab 

baaca caaba abaac acanb 

bcuiac caaab. 

Dringt man letztere Eonnel auf die Form: 


so kann das erhaltene Resultat folgendermassen in Werten aus- 
gedrüokt werden : Definden sich unter m Elementen k gleiche, 

so erhält man die Anzahl aller Pei-mutationeu , wenn diejenige 
Permutationszahl, die man hätte nehmen müssen, wären alle 
Elemente ungleich, durch das Produkt 1 ... 1: dividirt wird. 

So interpretireud findet man nun sehr leicht die Werthe von 
etc. Was zunächst anbelangt, so über- 

lege man, dass, wären nur k Elemente gleich, also (m — k) unter 
einander ungleich, die Perinutationszahl: 


sein würde. Unter den (m — k) Elementen befinden sich aber 
wieder l gleiche, folglich muss: 


*) Der Index i soll anzeigen, dass sich unter m Elementen k gleiche 
befinden. 

**) Die Indices k, l; k, l, r bedeuten, dass unter tn Elementen bez. 2 und 
3 Gruppen gleiche von je k und l oder je k, I und r Individuen sich be- 
finden. 



• + -.. 2.1 
1 . . . fc 


« 


m (m — 1) ... (Ä:-|- 1) 
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und allgemein: 


l‘nik,l — 


Hl ( m — 1) ... a ■ 1 
1 ... k . 1 ... l 


17) 


Pm 




7-v(5i+3+7+-+v--“) 


Ul {m — 1) ... 

rT.’a.l... ß.. 


3.^1 

.1 ...V 


sein. 

Betrachtet man beim Combiniren Complexioneii , welche die 
nämlichen Elemente nur in verscliiedenen Reihenfolgen ent- 
halten, wie z. B. al/c, bca, ach u. s. w. als verschieden und 
bildet nun alle möglichen Zusammenstellungen von je 2, 3 ... ni 
Elementen, welche n{u^m) unter einander ungleiche Elemente 
mit einander eingehen können, so sagt man, diese « Elemente 
sind zur 2ten, 3ten ... wten Klasse variirt worden und be- 
zeichnet die Anzahl aller erhaltenen Variationen mit n Vm oder 
«FEm, je nachdem eine Wiederholung der Elemente nicht ge- 
stattet oder gestattet war. 

Den Werth des Symboles n Vni erhält man ohne weiteres 
durch die Ueberlegnng, dass alle Variationen ohne Wiederholung 
sich ergeben müssen, wenn die gegebenen n Elemente zunächst 
zur taten Klasse ohne Wiederholung combinirt und darauf jede 
Combination so oft als möglich permutirt wird. Die .Anzahl der 
letzteren ist: 

»i(a-l ).. .La-(ia- 1)J . 

l . 2 . . . m 0 

aus jeder dieser Complexioneii Hiesseii je: 

1 . 2 . . . m 


Bermutatiouen, darum muss: 

18) «Fm = n(n — Ij ... \n — (la — 1)| 

sein. Demnach lassen sich z. B. die 4 Elemente a. 6, c, d zur 
Isten Klasse: 4 -mal, zur 2ten Klasse: 4.3 = 12 -mal, zur 
3ten Klasse: 4.3.2 = 24-mal, zur 4ten Klasse: 4 . 3 . 2 . 1 = 24-nial 
ohne Wiederholung variiren. Die Variationen selbst sind: 


iLK. 

: Zur II 

.K.: 

Zur 

III. Kl.: 


Zur IV. 

Kl.: 



a 

ab 

bc 

ahe 

ahd 

aed 

bed 

abcd 

ahde 

aebd 

aedb 

adbc 

adeb 

h 

ac 

bd 

ach 

adb 

ade 

bdc 

haed 

bade 

cabtl 

cadb 

dnbe 

dach 

r. 

ad 

cb 

bac 

had 

cad 

ebd 

bcad 

bdac 

ebad 

edab 

dbac 

dcab 

d 

ba 

db 

bca 

bda 

eda 

cdb 

beda 

bdca 

ebda 

cdha 

dbca 

dcha 


ca 

cd 

cah 

dab 

dac 

dbc 








da 

de 

eba 

dba 

dea 

dcb. 








» 
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Was endlich die Aiizald aller Variationen von « Elementen 
zur inten Klasse mit Wiederholung anbelangt, so bedenke man, 
dass, sind zunächst die gegebenen n Elemente zur (ni — l)ten 
Klasse mit Wiederholung variirt, aus den letzteren Complexionen 
die verlangten sich ergeben müssen , wenn man einfach jeder 
V’ariation der Reihe nach das Iste, 2te ... nte Element hinzufugt. 
.\us je einer Variation der ersteren .\rt erhält man demnach ii 
der letzteren, so dass stattfinden muss: 

« a.[n rF(m— 1)J, 

woraus mau ohne Schwierigkeit ableitet: 


1 D) u V V III = n“ . 

So kann man aus den Zahlen 1, 2, 3, 4 : 4^ = lü zwei- 
ziffrige Zahlen: 4^ = t>4 drer-ziftrige Zahlen bilden: nämlich 
die folgenden: 


11 

111 

222 

333 

444 

22 

112 

221 

331 

441 

33 

121 

212 

313 

414 

44 

113 

223 

332 

442 

12 

131 

232 

323 

424 

21 

114 

224 

;j.34 

443 

13 

141 

242 

343 

434 

31 

122 

211 

311 

411 

14 

123 

233 

312 

412 

41 

132 

231 

321 

421 

23 

124 

213 

314 

413 

32 

142 

214 

341 

431 

24 

133 

241 

322 

423 

42 

134 

234 

324 

432 

34 

143 

243 

342 

422 

43 

144 

244 

344 

433 


Kehren wir nun zu unserem ursprünglichen (iegcnstande, zur 
Aufsuchung des Werthes der Potenz (x-f^a)" zurück. Um einen 
Anhaltepunkt zu gewinnen, stellen wir zunächst die Producte her: 
+ + — a;2-l- (a, -j-oj)*-!-«, «2 

(x -j- a,) (* -f f /2 ) (x’-f «s) — 4- (a, 4- 02 4- -r ('^i "2 +■ 

"1“ "l "3 + "2 -C' 4“ "1 "2 '■'3 
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"t“ ®l '^<3 "l “4 “1” ®2 ^*3 “t" **2 “4 

+ "3 " 4 ) -C- + ("1 “2 «3 + «I «2 «4 
+ “l«3«4+«2"3“4)-*^ + «I«2«3'*4- 


Eiiib aufmerksame Betrachtung der erhaltenen Summen lässt 
bald das Gesetz erkennen, nach welchem sich die- Factoren der 
verschiedenen Potenzen von x — man nennt erste: die Coefti- 
cienten — bilden. Je nachdem es sich nämlich um ein Product von 
2, 3, 4 Factoren handelt, sind jene Coefficienten gleich den Summen 
der Combinationen *) ohne Wiederholung von 2 Elementen (a|, 
Oj) zur Isten und 2ten Klasse; die Summen der Combinationen 
ohne Wiederholung von 3 FJementen («j, a-,, a^) zur Isten, 2ten 
und 3ten Klasse; von 4 Elementen (aj, « 3 , 03 , 04 ) zur Isten, 
2ten, 3ten und 4ten Klasse. Es fragt sich nun, ob dieses Ge- 
setz allgemeine Gültigkeit hat. Um hierüber zur Entscheidung 
zu kommen, kann man folgenden Weg einschlagen. 

Angenommen man könnte beweisen dass, wenn dieses Gesetz 
für ein Product von A: — 1 Factoren Gültigkeit hat, es auch für 
ein Produkt von k Factoren gelten muss, dass es also für 
irgend ein folgendes**) Product gilt, wenn es für das 
vorhergehende**) stattfindet; so wird es z. B. für 5 Factoren 
seine Gültigkeit haben müssen, weil es für 4 Factoren durch 
Ausführung der Multiplication bewiesen i.st. Dann folgt weiter, 
dass es für ein Product von 6 Factoren gilt, weil cs für 5 Fac- 
toren existirt, dass es für 7, 8 , 9, ... für jede beliebige .\nzahl 
von Factoren, — dass es allgemeine Gültigkeit hat. 

Wir gehen darum aus von der Gleichung; 

4- a, ) (x -}- a,) • • • (a: + Ok-i) = x'‘- ' -f A', -(- A, 

-f- A'3 -j“ A’k_j X 4“ A'k_i 

wo A| die Summe aller Coinbiuatioiieii o. W. der {A' — l)KI.«i zur IsIciiKI.; 
n ^2 t,w„ w TI 2 leii ,, 

TT A 3 „ „„„„„„ „ "Itcn p 



bedeuten soll. 


, (A '-!) e 
T. tA-1) „ 


•) Die in einer ('oni|ilexiun ncbeneiuander^tebrmlen Kleniente als Kac- 
toren betrachtet 

*•) In welchem Sinne diese beiden Worte genunmien sind, ist leicht zu 
verstehen. 
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Wird jetzt auf beiden Seiten mit x-j-Ok multiplicirt und 
das ei'lialtene l’roduct nacli Potenzen von x geordnet, so entstellt: 
(x a, ) (x -f- 02) • • ■ (-P + «k-i) (*• + Ok) — jX-t 

-f" • •• n 

-j- A'k-i) r ot A‘k_i. 

Von dem ersten und letzten t'oel'tieienten : A| -j- <«k und 
"kAk — 1 erkennt man sofort, dass sie die Summen aller t'ombina- 
tionen der jetzt in Krage kommenden Klemente : U| . . . Uk bez. zur 
tstcn und Aten Klasse sind. Alle übrigen sind von der P’orm: 

f'k A/ A/. 

Hedenkt man, dass Ai_i die Summe aller t'ombinatiouen oliiie 
Wiederholnng zur (/ — l)ten Klasse, A, die Summe aller Combi- 
natioiien zur Iten Klasse der (A — 1) Elemente: O], ... «k-i 

ist und erinnert sieh des C'ombinationsgesetzes , wornaeh man 
A Elemente: «1, «2 ...Ok— ii «k zur /teil Klasse oline Wiederholung 
dadurch combinirt, dass man zunächst sämmtliclie Elemente 
ausser zur {I — l)ten Klasse combinirt, rlen so erhaltenen 
Complexionen Ok hinzufügt und darauf jene (A — 1) Elemente: 
a| ... «k-i zur Zten Klasse ohne Wiederholung nimmt, so sieht 
man, dass: 

«k A’i_ 1 -}- A| 

die Summe aller Combinationen der A Elemente : «| ... «k zui’ 
tten Klasse ohne Wiederholung sein muss, die wir kurzweg mit 
C'i bezeii'hncn wollen. 

Dadurch geht letztere üleichung in: 
tx + «1 ) . .. (X-|- Ok) = X’^ -j-- C 'i X^~‘ -|- ( 2x'‘~* -j- ... -f" A-'k-l x-f- 1 'k 
über, womit bewiesen ist, dass für jedes ganze, positive im 
übrigen beliebige n stattfinden muss: 

(x+«|) ... (x + o„) =x“ + 5 ,x'-'-|-."^x"-* + S3x'-»+ ... 

-}- ‘S „_1 x: -(- S’n 

wo: 

S'i = U) -j- «2 -f- '^3 " 1 " • • • "I“ 

= «I " 2 -{- «I '<3 -f- -f- On-l 

- - 0| O2 '«3 -|- *‘i>- I "n 

■% = O, II2 . . 

Setzt man jetzt: 

f(| — ri't 
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und erK'iigt, dass nadi 2 die An^uld dur Cuinbiimtioneu von 
n Elementen zur iKtcii, 2ten, 8ten ... (n — l)ten, nten Kla»se 
bez. ist: 


", 


1) ,1 /I— 1)(b — 2) 


1.2 


1.2.3 


= M, 


„ - 1) . . . g» - (II - 2)) 

1.2 ... (n — 1) 

,1 (ii — 1) . . . ((h — (w — D) I 

1.2' . . . »I 


KO erhält inan; 

20) (a-'-j-o)“ = a-"" a.'"““ «- 




,l(» -l)(l|-2) 

1.2.3 

und durch Vertauschung des -(- a mit — n : 

21) (x— a)" = a,-“ — «x“-'« + " j— 2*-ar"-‘a- 

— »((3 Ha'a"~‘ _h a“, 

Wo die oberen Zeichen der letzten Glieder für ein gerades, die 
unteren für ein nngerades n gelten. 

.Mit Hülfe der Ausdrücke 20) und 21), welclic die Formeln 
des binomischen Eelirsatzes genannt werden, ist es nun 
leicht, den Werth jeder beliebigen Potenz irgend einer Hasis 
direct, ohne Multiplication, herzustellen. So findet man z. It. 

(m -j- = w* }- 5 «*• II -p 11- •- — j 3“ 

"l ! 2 ! 3 ri \ 2 3 i 5 ~ "T •'> '» + 10 ”»■’ '*• 

-f- 10 »ii2 »|3 -j- 5 111 11 ’ 4“ oder : (« — 6)^ — — 7 «*• 6 2 1 a-’’ 6- 

— 35 11 ^ 6^ -j“ 35 — 21 -p 7 11 i** 4“ , oder : («--[- ii 4" 

4 - d)* = (a 4 - b)^ 4- -1 (« 4- <')•■’ (c + >1) + 6 1« -1- f>y- + (ly- 

4“ 4 (« 4” '0 * 4* "1“ '*1^“ jetzt noch die Ver- 

schiedenen roteiizen von a 4- ^ und c 4“ d durch ihre ent- 
sprechenden Summen ersetzen kann-*). Ferner sind die einzelnen 


•) Kur (len speeielleu Kall der zweiten Potenz erhält nnin deniiiueli. 
wenn die Basis irgend eine ii-tlieiliKe Summe ist: 

(« j fl t <•) . .. -fp-j-i/)* = ii*-|- 2 (n 6 -)-c-f ... (- ... -p/H-i/ ^ 

= (|2 f •2ii(6-t'Cl ... l-yi)-9) ) <1^ I 26(t |- ... -fpf «1 

(c-r . . . 4 p-4 a)* 

= <1^-1 -2(1 (6-fc+ ... t-p ii/) -1-6^ i 2ö(H-.-. ipl 

f c*-f 2c(d4 ... f-p-fa) + (d4- 


Digilized by Google 


2(5 


Glieder der reehten Seite in 20 und 21 so regelmässig gebildet, 
dass man im Stande ist, irgend ein bestimmtes Glied der Summe, 
welche den Wertli irgend einer Potenz einer gegebenen Basis 
darstellt, zu bestimmen, ohne die ganze Summe zunächst auszu- 
rechuen. Handelt es sich z. B. um das 18te Glied der Summe 
für (*-{-^)^*, so überlege man, dass nach 20 der Kxponent des 
zweiten Theiles (in 20: a) um eine Einheit kleiner ist, als die 
Bangzahl des hetreflFenden Gliedes. Folglich kommt augenblicklich 
im 18ten Glied y in der 17ten Potenz vor. Ferner zeigt 20, dass 
die Summe der Exponenten beider Theile (x und a) in jedem 
Gliede = n sein muss; im herzustellendeu Gliede kommt also x 
in der 13ten Potenz vor, weil 14 17 = 31. Hieraus folgt 

weiter, dass der Nenner des Coefhcienten das Product: 1.2... 16.17, 
also der Zähler: 31. 30... (31 — 15) (31 — IG), das vollständige 
Glied demnach: 


heisst. 


:J1 . 30 

1 . 2 . 


. IG. 15 
16 . 17 


*»;/«■ 


Die Summe, welche den Werth von (a-|-6)" darstellt, be- 
stellt, wie man leicht überblickt, aus (n-j-1) Gliedern; je nach- 
dem also der Total -E.xponent n gerade oder ungerade ist, muss 
die .\nzahl der Glieder ungerade oder gerade sein. Ist im ersten 
Fall n = 2(, d. i. eine gerade Zahl, so ist die Anzahl der Glieder 
2<-{-l, und es muss eins, das (<-f-l)te, geben, dem t Glieder 
vorangehen und ebeusoviele folgen. Dieses, darum Mittelglied ge- 
nannt, hat, nach obigen Grundsätzen construirt, wenn die Potenz 
{x -j- a)** heisst, den Werth : 




Für ein ungerades n = 2< -}- 1 ist die Anzahl der Glieder 
2<-|-2, eine gerade. Dieselben lassen sich demnach in zwei 
Grujipen von je < -|- 1 Gliedern zerlegen, von welchen man das 
letzte der ersten und das erste der zweiten Gruppe, also das 
(t-j-l)ste und (<-|-2)te die Mittelglieder nennt. Ihre Werthe sind: 


| H H- ... I l >‘ 4 e' 4- ... + </* 

I- ■-« (5-f c4 ... 4 4 ■- * (c p ... 4 y'4-j) 4 - ... | -p <1 

= n7 4"^'^4 0*4' ... 4"'i^ 4‘ -'iti 4" -ac l' ... 4 

4 - 2 &C 4 - • ■ . 4- -l>p + ' 21)11 \- ... I 2 p<] 

d. li. das Qiiailrat jedes Polynoms ist gleich der Summe der Quailrate nllrr 
Hestandtheilc plus der Summe aller möglichen doppelten l’roducte. 
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23) — a^> a'(das(<-l-l)te od. Iste Mittgl.). 

24) (?/ + ^ W a«+» (das (<-f 2)te od. 2te Mittelgl.). 

In möglichster Vollständigkeit lassen sich die Formeln des 
binomischen Lehrsatzes jetzt also folgendermassen geben: 


I.Gl. 


II. Gl. 


III. Gl. 


(x-1-«)*' = a^-^-2/a.■»•-■a + ^'^-W*a*+...- 
(t+l)^eGl. ^+2)te_Gl. 

2<teGl. (2<+l)teGl. 

-|-2/xa”~‘ -(- a“ 


tteGl. 

(2<-l)GI. 


1 . 2 


I.Gl. 11. vji. — — ^ 

= ;eSi+i ..j- (27+rp‘a + + . . . 

1 • * 

(tcCil. ((-j-l)teGI. 

, , (^d^. . (<T2rH-.„. 

^ 1 .~ . ® + 1 . . . < * 
«+2)teGI. «+3)tcGI. 

, (2<+ l) . • • (<+2Hl-prr^ 1+1 r (2t+lj ... < '■i-iqi+i I 
' 17777(7+1 + 1 ... (<+2) ■*- “ 

(2<-fl)tcGI. (2<+2HeGl. 

x2a«-> + (2< + rn^*‘ + «“+* • 


II. Gl. 


III. Gl. 


Nicht allein bei ausgefiihrten Hechnungen für einen be- 
stimmten numerischen Werth des Total-Exponenten, sondern auch 
bei unserer allgemeinen Durchführung stellten sich Coefticienten 
verschiedener Glieder, z. B. des ersten und letzten, des zweiten 
und zweitletzten, des dritten und drittletzten als gleichwerthig her- 
aus. L7m zu erkennen, dass überh.aupt Coefticienten derjenigen 
Glieder, die gleichweit vom Anfang und Ende entfernt sind, den- 
selben Werth haben müssen, erinnere man sich daran, dass, falls 
der Total-Exponent n heisst, die Coefficienten des zweiten, dritten, 
vierten ... («— l)ten, wten, (n-|-l)ten Gliedes bez. die Werthe 
der Symbole: nC'l, nC2, nC'6 ... n (.'(«— 2), nC'fn— 1). 
n Cn sein müssen. Zwei Coefficienten, von denen der eine eben- 
soweit vom Anfang, wie der andere vom finde entfeint ist, sind 
also allgemein: nCk und « C'(n — A-). 
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Nun ist aber (2): 

H L'k = 

nC(n — A) = 


h{» — 1) ... (m— i-b2)(n— it+1) 
r. 2 ... (i-DA- 
”1» ” lU ■ • lA-+2)(t+l) 

1 .2 ... (n-A-l)(n-A-) ‘ 


• Hieraus folgt durcli Division: 

nük h(b-1) ... (»•— — k) ... 2.1 

TC(>T^k) ~ 1.2 ... k. (i+1) . . . n 

also: 

nC(k) = nC(n — k). 


Um zu erkennen, in welchem (irössenverhältniss im Uebrigeu 
die Binoininal - Coefficienten zu einander stehen, soll folgender 
Weg eingeschlagen w'erden. 

Die Coefficienten irgend zweier auf einander folgender Glieder 
der nten Potenz einer zweitheiligen Basis, etwa des (A'-f-l)ten und 
(A--f-2)ten sind: 

/• _ »(«— 1) . • . (»— A'4-1) /• _ »(»— 1) ... (»— A k) 

1.2 ... t' ’ "t-* — 1.2 ... A(*+l) 


woraus man durch Division: 
(\ 


!:^±i = ^-+1 


k-^s 


» — k 


erhält. Es wird also: ^ sein, je nachdem ^ I, 

oder je nachdem A' -f- 1 ^ — k d. i. 

25)' A 


ist. Es sei nun erstens n eine gerade Zahl 2<, dann geht letzteres 
Ivennzeichen in : 

k^t-i 

über, woraus offenbar folgt, dass: C'k.|-i < C'k-(-* für A;= 1,2,3... t — 1, 
f k+i > f 'k^ ä für k — t, < 4“ f • 2< stattfinden muss, dass end- 
lich <k+i = (’k+* unmöglich ist, weil k und t Ganzzahlen sein 
müssen , also k niemals gleich t — sein kann. Das Gesetz, 
nach welchem die Coefficienten zu- und abnehmen, ist also 
folgendes ; 
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2(i) r, < r, < r-3 < ... < r, < r,+, > >,+3 > ... 

> •) 

Für ein unperades n 2/-|“ ^ 25: 



so dass jet/t für die auf einander folgenden (’oefficienten statt- 
findet: 


27) f’i f 2 Ci < f'i+i = fi+j fi+a > fi4-4 !> • ■ • 

> f ai+i ^ C*t+a ")• 

In beiden Füllen sind also die Coefficieiiten der Mittel- 
glieder (22, 23, 24) die grössten; von ilinen nacli links 
und rechts fortschreitend, nelinien ilu’e Wertlie stets ab. So hat 
die Summe von (a-f-ö)3o : 31 Glieder, also ein Mittelglied, das 

16te; dessen Coefficient ‘ grösser ist als alle übrigen; 
hat (m-f-H)®“ : 100 Glieder, also zwei Mittelglieder, das öOste und 
ölste. Ihre gleichwerthipen Coefficienten: ^ 


*) Für die Summe aller dieser Coefficienten erhält man aus tJO) für 
,r = a = 1 : 


n(H— ]) , 




n(«— l)(ii-2) , m(ii— I) 


1.2^1^ - 


und für die Summe der Quadrate der Coefficienten, wenn man von 3): 
n Cm = (n - 1) C(m - 1) -|- (n — 1) <?(.«) 
uusgclicnd, die beiden BesUndtheile rechter Hand in Rücksicht auf das in 3) 
liegende Gesetz der Reihe nach uniformt; 
jiCm = (»I— 2)C(m — 2)-|-2(ii— 2)C'(*n— l)-(-(n— 2)('(»«) 

= (h-3)C(w-3)-|-:1(h - 3)r'(wi-2)-f 3(n-3)Ci»i-l)-i-(n - 3)C(w) 


= l-t-.«f(»-t«)n ]4 

wi(m — 1) 


m(m—l) 


wi(m — 1 )(m— 2)f, 


^ 1.2 

und darauf « = 2t, ni = i setzt; 


j 2 )C2H ^[(»-m)C3H-... 

[(»I— m)C(«i— 2 )] m [fn— *n)C(»i— 1)] -f (n— »«)C(*«) 


(2Gr{il)=: G-l-Aü-f- 


(t-i)i(t- 2)ä 


22 


j2 2J . ;i2 


+ ... 


kt (t - 01(A ^)2 *2 (A -J)2 , ,J , , „ 

12 . 22 . .32 12 . S2 ■!■*■*■* 


aA(2A -l) .^.a + 1) 

1 . 2 ■ k 


(II) 
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sind nach obigem die grössten. — Werden nicht nur die Coefti- 
cienten, sondern die vollständigen Glieder mit einander in Bezug 
auf ihren Werth verglichen, so ist das Ergebniss, für die Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung von grosser Bedeutung, ein ganz anderes. 

Aus irgend zwei aufeinanderfolgenden Gliedern, etwa dem 
(fc-f-l)ten und (i-[-2)ten der Summe., welche den Werth von 
(jc-j-o)“ darstellt, d. i. aus: 


Gk+s 

folgt durch Division: 
28) 


1 . 2 

_ ii(n — 1) ■■■ ((n — (i— l))(n-t) _^_k_i k+i 
~ 1 . 2 . . . Jt (i -I- 1) 


'±tL 

'k+8 


n — k 


^■ + 1 


Existirt nun ein ganzes k, etwa fcj , für welches 

n — , • n — ki x 

a — X d. 1. 7 — ri — — 
kl 1 *1 -t- 1 n 


stattfindet, daun ist: 


Gk,fi = Gk,+j. 


Für kleinere Werthe von k : kj — 1 , kj — 2 
A-| — a folgt aus : 

»I — kl n — (A| — a) 

Al -f- 1 > (A| — g) 1 
n — A'i « — (A| — o) 

A| 4-1 (A| — «j 4- 1 


allgemein 


oder: 

und hieraus: 

(■ 

d. i. 


£. ^ n — (t| — g) 
a ^ (ti-a)-l-l' 




>1 - (t| — a) 

(A-,-a)-|-r 


G 


(Al-«) 4-2 


^(A,-c.) + l < %i-«) + 2- 

Dagegen erhält man für Werthe von k grösser als A] : 
Al -)- 1 , Al -(- 2 . . . allgemein (Ai o): 


also anch: 


n — A] 
A| + l 


> 


n — (A'l -b «) 


>1— (Al4-g) 

(Aj-)-a)-|-l 


(*,-|-a)-f 1 

> 1 

G(/., + ,) + 2 
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cl. i. 

+ > S', + '4 + 2. 

Die Glieder nehmen also in diesem Falle bis zum (Ä-j-}-l)ten 
stets zu, vom (A, -|-2)ten wieder ab; hieraus folgt, dass das 
(Ä-'i l)te und (A:| 2)te die grössten (Hieder der Reihe sein 

müssen, dass also in Bezug auf das Grössen -Verhältniss der 
einzelnen Glieder stattfindet; 

G] < G2 < G3 > Gk+s > Gk-M > . . . 

. > G„_t > G„ >• G„_)-i 

Z. B. für: 


(i+i)’ a»’+7(i)'a)‘+2ia)»a)’+35a)‘(i)’-f35a)’a)‘ 

ist — = i = 4-- Denselben Werth hat der Quotient für 

o i ’ * t-1 

k = 2 : ~ demnach müssen das dritte und vierte Glied 

die grössten jener Summe sein. Und in der That liefert die 
Rechnung : 


0,00045724 für das 1. 
0,00192043 „ „ II. 

0,00345679 „ „ III. 

0,00345679 „ „ IV. 

0,00207407 , „ V. 

0,00074666 , „ VI. 

0,00014933 „ ,. VII. 

0,00001280 , „ VIII. 


Giebt es dagegen kein ganzes k, für welche.s jenes 

ist, dann hat man die Untersuchungen folgendermassen zu führen. 

Denkt man sich alle Glieder der Summe für (x^a)" hingeschrie- 
ben und bildet nun die Quotienten aus dem Exponenten (» 1 — k) des 
ersten Theiles (x) und dem (fc) des zweiten Theiles (a), plus 1, 
(wir nennen diese Brüche kurzweg Exponenten-Quotienten), dann 
lässt sich leicht dasjenige Glied ausfindig machen, dessen Expo- 
nenten in der eben beschriebenen Weise benutzt, einen Bruch 


liefern, der sich weniger von ^ unterscheidet — die Differenz 

im absoluten Sinne genommen — als alle analog gebildeten 
Quotienten. Z. B. für; 
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(', + 14)!' = j-,9 ^ . yH . 14 30 . r>7 . 1 42-1- .s4 . r)6 . 1 43 4- 1 20 . r>5 . 1 4-' 

4- 126 . . 145 4- 84 . f)3 . i4<5 4- 36 . .'»2 . 14^ 

4- !l . 5' . 14«*+ 14« 
sind die Exponenten -Qiiotienlen; 


l- 


^ ?■ h 


0 

1Ü* 


liat den Wertli -jy, folglieli sind die Diflerenzen zwischen 
letzteren Quotienten und — hez.; 

W- li' TT’ H- l't’ Aj ~ i'Vc • iV- 

Nur den absoluten Wertli dieser Ilifferenzen berücksichtigt, 
stellt man. dass die kleinste ist, also der Exponenteii-Quotient 
i, der vom 7ten Oliede obiger Summe berrübrt, am niiebsten an 
~ liegt. 

Oder für: 


+ + iütir(i)’+r.5(i)‘+aE 

sind die E.xponenten- Quotienten: 

?• -i- h h l- g 

und weil ^ ^ ist, die l'raglicben Differenzen: 

V- L “i" “ff' “4i- — 4- 

.\bsolut genommen ist also die dritte die kleinste, es liegt 
also der vom dritten (iliede berrübrende Exponenten -Quotient 

nüber an ^ als alle andern analog gebildeten Quotienten. 

Allgemein möge nun der vom (A-| 4- l)ten Gliede bemibreude 
Quotient am niiebsten an ^ liegen, so dass die Differenz: 
im absoluten Sinne genommen, für k = i-j kleiner 

ausfallen muss, also für Wertbe von A-, die ^ Aj sind. Das Vor- 
zeichen mit berücksichtigt, kann jene Differenz sowohl positiv 
(siebe das erste der vorigen Beispiele), als negativ (siebe das 
zweite Beispiel) ausfallen. Betrnebton wir zunächst den ersten 
Fall, in welchem etwa: 


ist. Dann folgt für Wertbe von A, die < A, sind, etwa für 
A = A| — 1 , /:, — 2 . . . allgemein für A = A, — ot aus: 

II — (Aj — ot) > n — A| 
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iinil : 

(A | — «i) 1 "C 1 

(Iiirili Division: 

« — (1} — ») » — i'i 

• a-,_,) + r-^ t, + r 

so (lass: • 

W — » — 1 | •(■ 

(*, - if+T rt tf + i ~~ /I 

<1. i. 

” - 1*1 - _ £ -> 1. . 

(fl -■»)+! rt ^ - 

sein muss. Dezeiclinet man demnach den Werth der letzten 
Differenz linker Hand kurzweg mit 6, so muss 5 > o und « > 5 
sein. 

Andererseits dagegen hat man . für Werthe von die > 
sind, etwa für A- = Aj -j- 1, A| -j- 2 . . . allgemein für A = Aj -j- 

II — (A, -f- ii) < >t — A, 

(A, 1 : > A, !- 1 

demiuieli: 

iij- (t, + i) II — hl ' 

(tj + ,) +l + t 

also auch: 

« — (*l +_l) ^ / » - * 1 _ £ _ ,\ 


Nach unserer Voranssetziing sollte aber die rechte Seite 
kleiner sein als die linke; demnach muss die Differenz linker 
Hund einen negativen Werth liahen, der absolut genommen 
t ist. Aus den drei Gleichungen: . - 


2U) 


l'l X j _ 

/ , + r n " . ‘ 


;50) 


(Al — iH- 1 o 


•in ” lAi+ji) _ X 

-(/.,+ „)-4i 


f s). 

\ * 

— ■ !> 


und zwar zunächst aus 29) folgt nun: 


n — 

t, + l 


>• oder 1 >• 


»I — A| 

i 1 + 1 




a 
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•I. i. 

und uns 30): 
oder: 

d. j. 


32) tri.,4.2.> + 

. »I — (A'i — ct) 

(Ä-, - a) 4- 1 ' a 


. / ic _ ’^(A| — g) 4- 1 \ 

( %.-^=o+2) 


und wenn liieriii für a der Reihe nach ], 2, 3 . . . gesetzt wird: 

33) > fft, > Gk,-i >> Ok.-i ■ G,> Gi\ 

und endlich tius 31): 


«-(<! + «) L oder 
(A-i + 'it+l ^ « 


1 <(-^ 
V " + 


(^1 + ’) + 1 


<5(l-,+a2+l\ 

<5(i, + g) + 2 


VI . J . 

'^Vi4-«) + 2 < + g) + l 

und für a — 1 , 2, 3 . . . : 


34) . . . <^ f^'k, f 5 ^k,-|-l ^ ^k,+*- 

32, 33, 34 zusaminengestellt, geben aber: 

35) f'i <... <f'K,+i<tfk,+*>f5k,+3><?k,+»> ... >G'n-i 

so dass also d a s .(A:, + 2)te Glied das grösste der ganzen 
Reihe sein muss. 

Für das erste der vorliin behandelten Rcispiele (5 -(- 14)® 
muss demnach das 8te Glied: . 30 . 5^ . 14^ d.as grösste sein und 
in der Tliat giebt die Rechnung: 


1953125 

für das 1. Glied 

49213750 

, _ 11. ,. 

,5512i-)0(X)ü 

. . in. . 

3001.')<X)000 

. . IV. - 

15120300000 

V - T ^ • r 

■123536400tX) 

- - VI. „ 

79000 123U)0 

. , VII. , 

943721.5.3000 

, , VIII. „ 

004 10507520 

r r I^‘ r 

20001040734 

,. r ^ 
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• OiUt tiir:. - 

a -i- iY- -- (4)“ + ti (4 ? -f- ( J)’ 4- (^)’ + ir.(i)’ ( i )* 

+ 'U4V(J)’ + (r 

sind die Ex)mneiiteii-yiuitienteii : 

« 4 j :i 2 I n 

I ■ 2 ■ t ’ t • • e ■ r 

also die DitVerenzen zwiselien letzten und; '* .=• t- ~ i: 

" l * 

?• h -*• -1. -H’ -+^- -f 

Das vierte Glied muss deinnarli das grösste sein; und in der 
Thut giel>f die Rechnung; 

0,015625 fiir das I. Glied 


0,075 

0,15 

0,16 

0.096 

0,03072 

0,00-1096 


II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 


» — ^ 

X j -|- 1 n 

gleich — s, so erhält man einerseits fiir kleinere k: 


Ist jetzt zvyeitens die Dilferenz. 


— — negativ, etwa 


d. 


«I — ( t| — a) 
(h - a) + 1 


« ~ ^ 1 
'/-l + 1 ■ 


■c 

a 


H - 


■ (t‘i — a) 
-a) + l 


< 


C— F 4 ^i- =+d 


woraus zu schHessen ist, dass die Differenz linker Hand einen 
negativen Werth haben muss, der absolut genommen >■ e ist; 
etwa : 

X n — (fri — a) 


(il — a) d- 1 


= — 6 (5 > 0, r, > e) ; 


dagegen andererseits für grössere Werthe für /.•; 


also auch : 


H - {kl + a) . it — * 1 ^ 
a-,+a)+l /t-, +1 


X _ n — (*, + a) _ 2L~A‘ — J_ 

(il-, + «) + l i| + l V’ 

woraus folgt, dass die linke Seite letzter UngleicJiung positiv und 
> £ ist. 

■3* 
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statt der Lileirliuugeii 29, .‘50 mul 31 liat mau deuiiiaeli jet/t: 

ti — 


_ _ [i; - i) 

II (t | — «) d- t 


, .r II — (i| — a) ' ' /« ' 1 , ' s 

.. — 7ir^ ^ o- 1 - 0 (0 0. 0 > *). 




Null folgt aber aus .36: 


a 


M — A’i fl 

17 + r. 

d. i. 

- 



39) > 


aus .37 ; 


• 

f < 


x 


II - (i'i — ji) 


l 

(t’l — a) ^ 1 

d. i. 

%-,-a) + l • 

- a) + a 




Gii.. 


und für a — 1, 2. .3 ... 


40) ... < _«•<; ^'k, <, t-i : 

eiidlieli aus 38: 

a- H — (i | 4- a) 

a (*, + ,)+ I 

d. i. 

+ +,) + 2 
und für a = 1, 2. 3 . . . : 

•11) fn,+. > <j'k,+* !> f'k,+4 > f?k,+Ä > • • ■ 

31), 40 und 41 zusammeugestellt liefern das Kndergebniss : 

Gl •< G'j <I ■ • • • .1 ^'k,^-l > f'k. f* > . . . > > ö.iH 

d. li. 0'k,4.i ist das grösste (ilied der Summe. . 

Ks muss demmieli für das zweite der obigen ISeispicle (Aergl. 
pag. 32); (-J- -f- 1^)’ «las dritte tJlied- das grösste sein. Die Heeli- 
luiug giebt; , 


oder 


„ 1‘ — (*i + 

| + 's) "f- ) 


I + *) +_1 \ < 
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0,0041 1;)2 lÜr das 1. Olied 
0,0154321 „ „ II. „ 

0.0231481 , „ III. , 

0,0173611 , / IV. „ 

0,0065104 , „ V. „ 

0,0009765 „ , VI. „ 

Tritt eudlidi der Fall ehi, dass zwei aul' einander folgende 
Kxponenten- Quotienten glekli nahe nn — liegen, dass also etwa 


fl 

*1 + 1 


— - und 


TT— — — 1 — absolut genoininen — gleiche 


a (*i + l) + l 
Werthe haben, dann gestaltet sich die Sache wie folgt. Zunächst 

lässt sieh leicht erkennen, dass die Differenz: " * 


desto 


* +T a 

grösser sein muss, je kleiner k ist und umgekehrt. Setzt man 
demnach statt k der Reihe nach 1, 2. 3 . . . n ein, so wird jeder 
folgende Werth jener Differenz kleiner als der vorhergehende 
ausfallen. Ks giebt darum für. diese Werthe nur ein Zweifaches; 
entweder sind alle negativ oder die ersten positiv (für A; = 1, 2...) 

US folgt, dass nur daun — — 

° *i + 1 a 

, absoluten Sinne gleichwerthig sein 

(*i + 1) — 1 rt ° 

können, Wenn erste Differenz jinsitiv, letzte negativ ist. .\lsdann 
aber hat man: 


die letzten negativ, 
und 


im 


« — *1 


*1 + 1 


> 


oder 1 > 


n-t, 

\ “ * 1+1 


^*1 + 1 
^*1 + 2 


und: 


« — j*i + 1) 
‘(*1 + 1 ) + 1 ' 


d. i. 




^^'*1 + 2 


Oller 1 <; 


^'*1 + 3 


C 


'^*1 + I 


» - (*, + 1 ) 
(* 1 + 1)+1 


O 


*1 + 2 : 




G 


*1 + 3 


das (A| 2)te Glied ist demnach das grösste. 
Beispiel: 
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Dip Ex|Kinnnteii-yuotienten siiicf; 

+• !• !• I- 2 

also die Wertlie dor DiflVrf'iiy.eii: 

r+1 i« “5V- 5- « • +*• s- S- TS- ts- - s- 

Das nte (ilied nnms demiiacli das "rösst«' tadn. was dia Hecli- 
nimp lipstätitit. Mau findet nändidi; 

Ü,027y93 für das I. (tlied 

0,244944 , , II. 

0,918540 , ,. III. , 

1,913625 , „ IV. . 

2,392031 „ , V. „ 

1,794023 . „ VI. , 

0,747509 . „ VII. , 

0.13.3484 ,. ,. Vlll. „ 
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ZaU- und ZiiFernsysteme. Dekadische Ganzzahlen. 

Weriluii säiinntliche Ganzzahlen der natürlidieii Zahlenreihe, 
welche kleiner sind als eine willkührlich gewählte Zahl h, Kin- 
heitcn genannt, dann sind alle,Zaihlen grösser h nach einem 
System der Basis b geordnet, wenn dieselhen durch Summen von 
Einheiten nnd Yiellächen von 6, d. i. dur<-h einen Ansdrnck von 
der Form ; m . i -j- dargestellt werden. Hierin muss also uq 

kleiner als b sein, während im allgemeinen für m : ^ b statttimlen 
kann. In den Leiden letzten Fällen lässt sich 711 wietler auf die 
Form: jV/| < i. hringen, W(Mlurch w h oq in: 

b -f- a,i irhergeht. Ist n nicht kleiner als b, dann kann 
man mit der Zerlegung fortfahren und zwar so lange, bis man 
zu einer nach ganzen Potenzen von b geordneten Summe ge- 
kommen, d. i. allgemein zu einem Ausdrucke von der Form:' 

«„ b" -j- a„_i 6"~* -|- Cf„_« b"~- ... (/j b- -{- Oj //' -j" '’o • 

in welchem die Coefficienten : «,|. Oj, 02 ... «n_i zwischen o und 
b — 1 (die Grenzen eingeschlossen) . «„ jedo<'h zwischen 1 uml 
6 — 1 liegt. 

IJei einer solchen .Anordnung der Zahlen nennt mau b', b^ ... b“ 
bez. die Einheit ersten , zweiten . . . «ten Ranges und stellt "die- 
selben durch die Zeichen: 10, 100, 1000 . . . dar, so dass z. B. im 

System der Basis zwei: 10 — zwei, 100 — vier, l(HK) — acht 

Im System der Basis drei : 10 — drei, 100 — neuii, 10<X1 — sieben 
und zwanzig, — dass in unserem dekadischen System, d, i. ini 
System der Basis zehn: 10 — zehn, luO — hundert. BKKJ — tau- 
send ... Einliciten repräsentirt. .Alsdann wird z. B. <liejenige 
Zahl, welche aus H Eiuheiteu 4ter. 2 Einheiten ,'Iter. 7 Ein- 
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lieiteii 2ter, Kinheiten Ister. ti Eiiilieittu Otur Ordnung bcHtclit, 
durdi den Ausdruok: 

:300UO -f 2U0U -j- 7(K) f>() + (! 

i-epriisentirt, den iimn der Kürze liulbcr in: 

32750 

zusainiueiiziebt. Allgemein, s<» siebt nnin, wird jetzt jede Zaid 
durch einen Ausdruck dnrgestellt, in welclieni, rechnet man von 
rechts nach links, das Zahlzeichen, welches die Anzahl der Kinheilen 
nullter, erster, zweiter . . . Ordnung repräsentirt bez. die erste, 
Zweite, dritte Stelle einniinint, so dass der Itang jedes einzelnen 
Zeichens eine unmittelbare Cunseijuenz seiner Stellung ist. Uml 
weiter folgt aus X’origem, dass imin zur Itarstellung jeder Zalü 
ini System der llasis b nur b Zeichen, Ziffern genannt, nämlich 
b — 1 für die 6—1 Kinheiten und eins für die N’ult bedai-f. 
Diese Ziffern sind bekanntlich für das ilckadische System: 
1,*2, 3. 4. 5'. 0.' 7, 8, 0, 0; für das System der Ilasis elf dagegen 
würde nwh ein besonderes Zeichen für die Zahl zehn, für das 
System der llasis zwölf iiocli zwei Zeiclien für die Zahlen zehn 
und elf II. s, w. hinzuznfügen sein. Käme man demnach überein, 
die Zahl Zehn durch 5 zu repräsentiren , dann würde z. H. die 
dekadische Zahl 57589 im System der llasis 1 1 wegen : 
57589 — 5235 . 11 4 = 475 . IP 4- 10 . 11 + 4 = 43 . ll» 

-f 2 . 1124 - 10. 11 [-4 = 3. in -i- 10. 113 2. ir-!-}- 10. 11 -f 4: 
3 6 2 6 4 geschrielien werden müssen. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uns zum 
Nachw-eis verschiedener Eigenschaften dekadischer Zahlen und 
beginnen hierbei mit der Erklärung einiger Bezeichnungen, deren 
wir uns iii dem Folgenden häufig bedienen werden. 

Erhält man bei der Division einer Zahl 6 in eine Zahl a 
keinen Best, so sagt man: a ist durch 6 theilbar. In diesem 

Falle muss also: = q, wo q irgend eine Ganzzahl bedeutet, also 

auch: a — b.q stattfinden, muss also a durch ein Produkt ganzer 
Factoren ersetzbar sein, von denen mindestens einer gleich 6 ist. 
Darum nennt man auch wohl unter diesen Umständen 6 einen 
Factor oder Divisor von a und « ein Vielfaches oder .Multiplum 
von 6. Ist 6 ausserdem ein Factor der Zahl c, ist etwa : 

qi 0/1 irgend eine GanzzaJil), oder c =6.71, so folgt aus: 
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ft r= bfi mi(l: r ~ l> (fl i'iiiiiial durcli Addition, ein luiderinal durch 
Subtraktion ; a + c'= b + oder; ~'/ + Vi! "’oraus zu 

scldiessen ist, djiss die Summe n c wie die Dittereiiz a — c 
zweier >^ahlcn, die gleiclizeiti" durch dieselbe dritte Zahl theilbar 
sind, ebenfalls Vielfache dieser dritten Zahl h sein müssen. 

Kine Hetrachtung der Zahlen unserer sogenannten natür- 
lichen Zahlenreihe: 1, 2, i). 4, 5, 6, 7, 8, 9 . . . 

lässt sofort erkennen, dass verschiedene Individuen dieser Reihe 
nur durch sich selbst und die Kinheit theilbar sind, z. R. : 
1, 2, 3, 5, 7, II, 13 ..., während* die übrigen ausser durch die 
Einheit und durch sich selbst auch durch Zahlen der ersteren 
Gruppe dividirt werden können, z. R. : 4. (1. 8, 9, 10, 12 ... 
Die Zahlen erster Eigenschaft werden Primzahlen (numeri 
primi), auch wohl absolute Primzahlen, die der letzten zu- 
sammengesetzte Zahlen (numeri coinposiü) genannt, weil 
man, den gegebenen Pirklärungen zufolge, letzte aus ersten als 
Eactoren zusammengesetzt auffassen kann. Geschieht dieses in 
jedem speciellen Falle, zerlegt man also die zusammengesetzte 
Zahl in ihre Prim -.FiM-toren . z. R. 6 = 2.3, 54 = 18 . 3 
2 . . 3 — 2 . 3’, RX) — 10 . 10 = 2’. 5’, so wird man stets 
zu einem .Ausdruck von der P’orm: .b^ . . . h\ in welchem 

a. b, absolute Primzahlen, a. Jl. irgend welclie posi- 

tive Ganzzahlen mit Einschluss der Null bedeuten, gelangen 
müssen, der demnach als Repräsentant aller zusammengesetzten 
Zahlen erscheint. In Folge dieser Remerkung lässt sich die 
Untersuchung der letzten Zahlen von einem sehr allgemeinen 
.Standpunkt aus lüliren; man darf nur von der Grösse n’ .bf .c^ ... n‘ 
ausgehen, um zu Resultaten zu gelange*, welche für jede zusam- 
mengesetzte Zahl (iültigkeit haben. Um z. R. die Anzahl der 
Divisoren einer Zahl letzter .Art zu erhalt«!), überlege nuin, dass: 
. b^ . cr‘ ... «■' durch alle Zahlen theilbar sein muss, welche aus 
letztem Produkte dadurch folgen, diiss man statt ct die a -f- 1 
Wertlie: 0, 1. 2, 3...«. statt [1 die fl 1 AVerthe: 0, ... 

statt V die v -j- 1 AVerthe: 0. 1, 2 ... v sulwtituirt. Die .Anzahl 
der Divisoren der zusaniniengesetzten Zahlen: ... iC ist 

demnach: (a -j- 1) (jt -|- 1) (*,■ - j- 1^ ... (v 1). 8o Init z. R. die 
Zahl: 1400 = 2’ .5’ . 7*; (3 -f 1)(2 f 11(1 j- 1) = 24 Theiler, 
nämlich : 
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2 » 

,5", 

7« 

- 1 

2‘.5» 

7® = 

2 

2»,5" 

.7® 

.= 4 

22.5® 

.7® = 

8 

20 

,5', 

70 

= 5 

2 '. 5' 

7» = 

10 

92.5) 

.7« 

= 20 

22,5' 

.7« = 

40 

2 ” 

,öU 

7« 

- 25 

2 '. 5^. 

7« = 

50 

22 . 5U 

,7« 

= 100 

22.52 

.7®-— 

21X) 

2 « 

5“. 

7* 

= 7 

2 '. 5" 

7' = 

14 

22.5®. 

.7' 

= ' 28 

22.5», 

.7' = 

5G 

2 “ 

,5'. 

7' 

= 35 

2U5*. 

71 = 

70 

22.5'. 

7' 

= 140 

22.5', 

.7' 

280 

2 « 


7' 

= 175 

2'.5U 

7‘ = 

350 

22.52. 

7' 

- 700 

22 .. 5* 

,7'=. 

1400 


•Mai 

II kann 

die F'i 

rage 

aufwerfen , 

ob 

sänimtliche ; 

(susainiuen- 


gesetzten Zahlen aus einer bestimmten Anzahl von l’rimzaJilen 
gc4)ihlet siiul, oder ob die Anzahl der letzten unendlich gross 
ist. Um sich hierüber zu entscheiden, nehme man als alle möglichen 
Primzahlen die Zahlen: 1, 2, 3, 5, 7, 11 ...p an. llildet man 
nun das Produkt der letzten : 1 . 2 . 3 . 7 . 1 1 . . . addirt hierzu 1 , _* 

so entsteht eine Zahl z: 


z ^ 1.2 . 3. 5. 7. 11 ...p-fl 


die zusammengesetzt oder prim ist. Im ersten Fall muss sie 
durch irgend eine der Primzahlen von 1 bis p theiibar sein, d. h. 
es muss stattfimlen : 



1 . 2 . 3 . .0 


7.1te^p+l 


= g (Ganzzahl). 


wenn o einer der Factoreu des ersten Theiles im Zähler ist. 
Der erste Bestandtheil ist demnach durch 6 theiibar; folglich 

kann z nur dann durch fj getheilt werden, wenn — eine Ganz- 
zahl ist. Dieses ist nur möglich für 5=1, so dass z nur durch 
die Finheit und durch sich selbst tlteilhar ist, also eine Primzahl 
sein mfiss. N'uu ist z jedenfalls grösser als p. also kein Glied 
<ler Iteilie: 1 .2.‘,i...p: man sieht alst), die Anzahl der Prim- 
zjihlen kann keine I>egrerj2te sein, denn wie gross man sie auch 
nehmen möge, das Produkt aller plus 1 ist immer wieder eine 
neue Primzahl. 

Der von jeher gemachte Versuch, eine allgemeine Form der 
Primzahlen zu linden, ist bis jetzt noch nicht gelungen. Um sich 
daher <larülier zu entscheiden, oh- eine Zahl prim »sler zusammen- 
gesetzt ist, muss man, wenn keine Tabelle der Primzahlen zur 
Hand ist, entweder die Division derselben durch kleinere Zahlen 
versnehen oder folgendmi Weg einschlagen. Mit .\usnahnie der 
Zahl 2 kann keine gerade Zidil prim sein, weil jede gerade Zahl 
ein Miiltiplum von 2 ist. Will man daher aus einer Zahlenreihe 
alle zusammengesetzten Zahlen ausscheiden. so hat man nur 
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die ungeraden zu l)eriiekbielitigen und aus ilinen alle ungeraden 
Vielfachen von 3. 5. 7, 11. 13, 17 ... zu entfernen. Demnach 
.schreibe man wie folgt, wenu man etwa sämmtliche rriin/ahlen 
in der Heihe von 1 bis 100 erfahren will : 

3, 5, 7, H, 11, 13, I«, 17, 19, ai, 23, a.'V, 27, 29, 31, .»ra, ar,, 37, 
so, 41, 43, 4f», 47, 49, 7)3, .^5, 57, 59, 31, «3, f,.5. «7. »;», 

71, 7.3, 75, 77. 79, Hl, 83, h.5, H7.*89, hi, 93, 9.5, 97, 99 . 

und streiche nun von 3 uusgeliend jede ilritte Zahl, d. i. jede 
Zahl von der Form: (2« |- l).3v jedes nngerade .Multipluni von 
.3 weg; von 5 ausgehend jede 5te Zaihl, d. L jede Zahl von der 
' Form: i2»-{- 1).5, jedes ungerade Vielfache von 5, wobei jedoch 
die vorhin sclion durchstricheneu natürlich ihk'Ii mit zu zählen 
sind; von 7 ausgehend in der nämlichen Weise jede 7te. Weil 
nun alle ungeraden Multiphi von 9 schon gleichzeitig mit denen 
von 3 ansgeschieden sind, und 11>> | 100 ist (wovon gleich weiter 
die Hede sein sollt, so müssen alle übrig gebliebenen, fügt man 
ihneu nocli 1 und 2 hinzu, die absoluten l’rinizahlen von 1 bis 
100 sein, nämlich : 

l. 2, 3, 5, 11, 13. 17. 19, 2.}, 29. 31. 37, 41. 43. 47, 53, 59. (il, 
07, 71. 73. 79, H3. 89, 97. 

Dass^ auf diesem Wege alle durch 3,- 5, 7 theilbare Zahlen 
entfernt werden, also nur l’rimzahlen übrig bleiben, ist klar: 
nur das bedarf noeb eines Heweises, dass es z. It. im vorliegenden 
Falle genügte, bis 7 zu gehen, weil, wie wir vorhin sagten. 
1 1 >• J/ 100 ist und daraus schlossen , dass keine der niK-h vor- 
liandcnen Zahlen durch 11. 13, 17 ... theilbar sein kilnne. -Ulge- 
mein kommt es also dar.auf an, zu zefgen, dass, wenn /) die grfisste 
in I .1 enthaltene Primzahl i^t , z. H. 7 die grösste in {- 71. 
zwischen 8 und 9 gelegen, enthaltene, A selbst prim sein muss, 
falls .1 durch keine der Primzahlen von 2 bis /) getheilt werden 
kann. Nimmt man zu dem Zwecke .1 als zusammengesetzt an. 
dann ist A stets durch das Produkt mindestens zweier absoluter 
Primzahlen, etwa m iiml ». ersetzbar, von denen jede grösser )> 
und grösser | .1 sein muss, weil sonst nicht /», sondern nt liez. 11 
die grösste in | .1 enthaltene Primzahl seiTi würde. Die .Vmiuhme. 
i-1 ist unter augenblicklichen Umständen eine zusammengesetzte 
Zahl, führt demnach einmal zu .1 -r-iiin. ein andermal zn A - mir. 
— das ist unmöglich: folgli<di muss .1 ab.soint prim sein. Nun 
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siiul die in: J/^.l — 1, \/A — 2, — ;( ... enthaltenen 

f'rössten Primzahlen entweder gleich »xler kleiner p: hat man 
demnach erkannt, dass die Zahlen von 5 bis A durch keine der 
Primzahlen von 3 bis p theilbar sind , so weiss man, dass sie 
abstdut prim sein müssen. 

Haben zwei oder mehrere Zaljen ausser der Einheit keinen 
gemeinsamen Divisor, so nennt man sie relativ prim zu ein- 
ander oder relative Primzahlen. Es sind also alle abso- 
luten PrimzJdden stets relativ prim zu einander; ebenso irgend 
zwei auf einander folgende Glieder der natürlichen Zablen-Heihe. 
Um Zu' erkennen, ob zwei Zahlen relativ prim zu einander sind, 
kann man nach der folgenden Mellmde den grössten gemein- 
schaftlii'lien Divisor derselben atiCsüchen ; jenachdem dieser >1 
ist, werden sie relativ prim sein oder nicht. 

Wenn vtm zwei Zahlen a und b mit der kleineren, etwa b. 
in clie grössere n dividirt wird, so kann man bei dieser Division 
zu einem Reste gleich Null oder verschieden von Null 
kommen. Im ersten Fall ist offenb.ar b der grösste gemeinschaft- 
liche Divisor von n und b ; im zweiten Falle hat man zunächst 
etwa : 



wo r y,> o und <[ b sein muss und q den ganzen Quotienten be- 
deutet. ■ Hieraus folgt: 

II = bq -\- C, 

eine (ileichung, aus der bewiesen werden kaiui, da.ss der grösste 
gemeinschaftliche Divisor von a und b mit dem von b und r zu- 
sammenfallen muss. Denn ist irgend ^i» gemeinschaftlicher 

Tlieiler von b und cro. so muss t- und -1 also auch : 

. 0 0 0 0 

eine Gutizzahl, d. i. o' <lurch ?. theilbar sein, so dass jeder 

gemeinsame Divisor von b und r auch ein sohdier für ii und b 

ist. Und ist umgekehrt irgend ein gemeinsamer Factor von 

u und h:s, so muss: und ulsoaucli: — eine Ganz- 

zald, d. i. r durch s theilbar sein. Die gemeinschaftlichen 
Divisoren von « und b fallen also mit denen von b und r zu- 
sammen, und umgekehrt; also muss auch der grösste Divisor 
von n und b eljcidälls der grösste von b und r sein, .\nstatt 
mit n und h kann man also mit b und /■ fortrechnen. Man divi- 
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dirt mit r in 6; ifst der Rest Nnll, so ist r das grösste gemeiii- 
scliaftlidic Mauss von r und b, also auch von a und b\ ist er 
verschieden von Null, etwa = r, (r, < r). so wird jetzt mit 
r, in r dividirt. Wird dieses Verfahren hinreichend fortgesetzt, 
so muss man scliliesslieh einmal zu einem Reste gleich Null 
gelangen, weil die Reste; r, r^ . ... stets abnehmeu. Der letzte 
Divisor, d. i.. derjenige, welcher zum Rest Null Veranlassung gab. 
ist dann das verlangte grösste gemeinschaftliche Maass von a und b. 
So erhält man z. 11. für 48 und 2;>6, wenn zunächst mit 48 in 
25(> dividirt wird, als Quotient b, als Rest 16; der grösste ge- 
meinschaftliche Divisor von 256 und 48 fällt demnach mit dem 
grössten gemeinschaftlichen Divisor von 16 und 48 zusammen. 
Letzter aber ist 16. Oder für 51 und 248 erhält man wegen: 

248 : 51 =4 
204 

51 : 44 V I 
. 44 

44 : 7"^ 6 
42 

7T2 
6 

2 . 1=2 

2 . ' 

~ 0 

als grössten gemeinschaftlichen Divisor die Pänlieit ; 51 und 248 
sind demnach relativ prim zu einander. 

Die folgenden Untersuchungen werden sehr vereinfacht durch 
den von Gauss eingcljilirteu Regriff congrueuter Zahlen. 
Ist nämlich die Differenz zweier Zahlen durch eine dritte Zahl 
ohne Rest theilbar, so nennt man die beiden ersteren nach dem 
Divisor als Modulus einander congruent. So sind die Z^dden 7 und ö 
nach dem Modul 2, 9 und — iJ nach dem Modul 6 u. s. w. con- 
gruent. Das Zeichen der Congruenz ist“, so dass man schreibt: 
7^3 (mod. 2), 9 = — 3 (mod. 6) ; allgemein : « i=s i (mod. k), wenn 

gleich einer Ganzzahl ist. 

In Bezug auf die' Rechnung mit Zahlen -<longruenzeu giebt 
es folgende Sätze. Findet : b (mod. k) und ft = c (mod. k) 
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statt, oder, was dasselbe sagt, ist; ~ <j- -- j. = ,</i < so 

erhält mau durch Addition: " j/-|-</|,also M = o(mod.Ä'); 

d. h.: t'ind zw ei Zahlen dersel'hen dritten Zahl nacli 

dem nämlichen Modul congruejit, so sintl sie nach 

diesem Modul auch unter einander Coiigruent. Ferner 

folgt aus: n h (mod. k\ nnd r — d (inod. 1c). d i. aus: 

a ~ b c — d . (n -i- c) — (?» + dj , - 

-j- -;/• f ,= <jy- ^ , = ;i • </,• '»• »• 

<i -f c — A + (mod. /;); und wenn nmn weiter die (ileichung: 
u — h k (j mit r. die Gleichung c — d ■- — A mit b multiplicirt 

und darauf addirt, so erhält man: ac bd — ckxj bkxj, 
- k (cy A'/,l. d. i. a c ^ hd (mod. k). Womit bewiesen ist. dass 
die Sumnve, Differenz und das rrt)dukt der linken 
Seiten mehrerer Congruenzen desselben Modulus der 
Summe, Differenz oder dem Produkte der rechten 
Seiten nach dem nämlichen Modul congruent sein 
muss. Für den Fall, dass r=Vi und d — b ist, geht letztere 
Congrueuz in cd — P (mod. fc) über; diese (’ongruenz wieder mit 
b (mod. k) durch Multiplication verbunden , gieht — A’ 
(mod. Ä;). So kann man bis zu jeder Potenz fortfahren, kommt 
also zu dem Hesultate, dass aus a ~ b (mod. k) stets a“ ~ b" (mod. ä;) 
gefolgert werden kann, falls « irgend eine positive tJanzzidd be- 
deutet. 

Was die Division zweier congruniter Zahlen durch eipie 
dritte anbelangt, so wird dieselbe nur unter gewissen Umständen 
zulässig sein. Ist nämlich etwa am =^. bm (mod. i), d. i. : 

1 ~ k~ '.lanzzahl y, dann wird aus dem 

Vorausgesetzten nur dann geschlossen werden können, dass u — b 
durch "fc theilbar seiu muss, Wenn kein Primfactor des k mit 
irgend einem des ih übereinstimmt, d. h. wenn m und k relativ 
prim' zu einander sind. Die tlongruenzen : 

’ ' ' - am = hm (mod. k) 

^ ' m wi (mod. k) 

können^nlso hui‘ dann durch Division vereinigt, d. h. kann aus ihnen 
a ^ A(mod. fc), geschlossen werden, wenn m und k relativ prim sind. 

Zu diesen Sätzen fügen wir sehliesslieh noch den hinzu ; 
dass der Dividendus jedesmal, seinem Keste nach 
d.eni Divisor als Modulus congruent sein muss. wie. 
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liills <i >• uns; '* — Y -t“ uuniittelbiii-: z^=r tj d. i. 

(I ■ ■ r (niod. l>) folgt. 

Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir diejenigen Sätze 
der Ziddentlieorie zu entwickeln, welche die Hasis späterer l'iiter- 
suchungen bilden. — Es mögen « und h zwei Zahlen sein, die 
relativ prim zu einander sind. iJann wird keines der Multipla: 
a. 2a. 3a ... (b- \)u durch b theilbar sein können, weil der 

erste Factor in jeder dieser Grössen cT b und der zweite prim 
zu b ist. Letztere durch h dividirt, lassen demnach Reste, die 
zwischen 0 und b liegen müssen. Unter diesen Resten kann es 
ferner keine gleichen geben. Denn liesseu etwa ma und ua 
gleichzeitig den Rest r, so folgte aus : 

ma ?= r (inod. 6) na r (mod. /») 

ma ^ ^^rt(lnod. i^) <!• “ =r ,j, was unmöglich ist, weil a 

relativ prim zu b und m<^b. n<Z,b, also erst recht m — n 
sein muss. Zieht man nun diese vier Punkte in Betracht: erstens, 
kein *Rest ist =0; zw'eitens, jeder Rest ist ■: b\ drittens, die 
-\nziihl der Reste beträgt b — 1, und Tierten«. alle Reste sind un- 
gleich, so folgt mit Nothwendigkeit, dass die Iteste mit den Zahlen: 
1, 2. 3 ... (6--1) zusammenfallen müssen, d. h. dass es unter 
den Resten nicht mehr und nicht weniger als einen geben muss, 
der =1 ist; nicht mehr und nicht weniger als einen, der ^2 
ist u. s. w'. Denkt man sich jetzt jeden der Dividenden: Io. 
2« ... {b — 1)« mit seinem entsprechenden Reste zu einer 
Congruenz des Modul b vereinigt, und roultiplieirt darauf alle 
diese Congruenzen mit einander, so ergiebt sich: 

\n .'Za ,3 a ... (ft ; — 1)« “ 1.2.3 . . (ft — 1) (niod. ft), 

woraus für eine absolute Primzahl 6, die, zu allen kleineren 
Zalden ft— 1, ft — 2 ....3, 2. 1 relativ prim ist, der sogenannte 
Fe r mal sehe Lehrsatz: 

^b-i = I (|„i„d. ft) 

folgt. Dieser 8aty., der das Fundament der Zahlentheorie ist, lasst 
sich auch als specieller Fall aus einem allgemeineren Theoreme, 
dem sogenannten Wilsnnschen Satz, folgenderinassen ableiten. 

Bedeuten ot,, 7,, a, ... aa diejenigen Zahlen der natürlichen 
Zahlenreihe, welche kleiner sind als eine' willkürlich gewählte 
Zahl a und mit a ausser der Einheit keinen gemeinsamen Factor 
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liahcii, 1111(1 ist b irgend eine zweite Zalil. relativ prim zu «. dann 
müssen die Miilti]>l!i; 

bn^, IjiXj. bo., ... bva 

dureli rt dividirt Reste lassen, die mit den Zahlen a,, a,. Kt, ... a„ 
Zusammenfällen. Denn erstens kann keins dieser Viellachen 
durch a tlieilbar sein, >veil jeder di^r beiden ein Multiplum 
bildenden 'Factoren zu « prim ist,, l'is liegen also die Reste 
zwischen 0 und a. Zweitens müssen alle Beste ungleich sein ; 
denn gäbmi etwa bttp uml b'l.^ (p7^n. q^n, p^q) denselben 
Rest r. so folgte ans: frcip = r(mod. n) />«, = r(mod.«): 6ap^ic(q 
(mod.(r) oder well b zu a relativ prim ist a, *=■■«, (inod. «), was un- 
möglich. l'iid endlich müssen sämmtliche «Reste zu ö relativ prim 

sein. Denn ist etwa : oder: 6a,,=a.<4-r und hätten 

a und *• den gemeinsamen Factor o, dann müsste «f-f-r durch 
«, also f»Oq durch n tlieilbur sein, so dass für 6a, und" a ein 
gleichzeitiger Divisor o existirle, was unmöglich ist. Hieraus 
f(dgt, dass die Reste der Dividenden: • 

6a,\ 6 a,, 6 a, ... 6a„ , > 

falls a der Divisor ist. in irgend einer Reihenfolge mit den 
Zahlen; 

01 ,. a-, a, . . . a„ 


Zusammenfällen müssen, woraus die t’ongruenz: 

6a, . 6a, . 6a, . . . 6a» a, . a, . a, . . . a« (inod. a) 
und weiter der Wilsonsche Satz: 

6" 1 (mod. n) 

sich ergiebt. 

So giebt es für die Zahl ilU : 8 Zahlen, die relativ prim zu 
30 und lileiner als 30 sind, nämlich: 1, 7, 11, 13, 17, It*. 
23, tiO. Ks muss demnach jede Zahl, die zu 30 relativ ist, zur 
8ten Potenz erhoben durch 30 dividirt den Rest I lassen, oder 
der Kiuheit nach dem Modul .30 congruent sein. 

Ist a eine alnsolute Primzahl, so wird w — « — 1, und 
letztere Congruenz geht in die F^rmatsche: 

6*~* 1 (mod. «)_ 

über, wonach also jede Zahl 6, die mit einer absoluten Prim- 
zahl a keinen gemeinsamen Factor amsser der Kinheit hat, zur 
(a — 1 jteii Potenz erhoben, durch n dividirt, den Rest 1 lassen 
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imiss. Hiermit soll jedoch keineswegs belmnptet werden, dass 
die (« — l)te Potenz von b die kleinste*) oder die einzige 
Potenz voji b ist, welche nach dein Modul a der Einheit con- 
gruent sei. Iin Gegeiitheil überzeugt man sich, was den ersten 
Punkt anbeliingt, leicht auf folgendem Wege, dass unter Um- 
stünden schon niedrigere Potenzen als die (« — l)te sich durch 
jene Eigenschaft auszeichnen. Eür alle Werthe des a mit Aus- 
nahme der 2, die wir hiermit treffen, ist a — 1 gerade, folglich 

eine Ganzzahl. Schreibt man nnii obige Congnienz in 
folgender Form: 

• — 1 

h ^ h ^ ~~~ 1 

= — - = q (d. h. gleich einer Ganzzahl) 

<7 n 

oder : 

a--. )u-'+o _ , 

ft 

n-l «—1 

SO sieht man, dass entweder: /> * — 1 oder: b ’ -j- 1 durch a theil- 

•—1 »—I 

bar sein, dass also entweder: i * = -j- 1 (mod. a) oder: b ’ = — 1 
(inod. a) stattfinden muss. 

So lässt nach dem Modul 7 sowohl: 4’“' = 4® = 4096 den 

7-1 

liest 1, wie auch: 4^ =4’ = 64: dagegen: = 3“ = 729 den 

7-1 

liest -f- 1 und: 3 ’ = 3“ = 27 den Rest — 1. 

Rei der Restimmung aller Potenzen von a, die nach dem 
Modul b den Rest 1 lassen, stellen wir uns auf einen allge- 
meineren Standpunkt, indem wir a nur als relativ prim zu b 
voraussetzen. Es wird sich dann zunächst zeigen lassen, dass 
irgend welche Individuen der beliebig fortsetzbaren Potenz- 
Reihe : 

a' , a’, ... 

der Einheit nach dem Modul b congruent sein müssen. Denn 
weil a und b relativ prim sind, so kann keine der Potenzen 
durch b theilbar sein; folglich müssen alle Reste zwischen 0 und 

*) Ks bedarf wohl kaum der Erwähnung, das bei allen diesen Be- 
trachtungen von der nullten Potenz abgesehen ist. 

4 
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b liegen. Wiilireiid also die Anzahl der Reste eine unbe- 
schränkte ist, ist ihr Werth zwischen bestimmten Grenzen 
eingeschlosscn ; hieraus folgt oftenbar, d.ass die Restzahlen sich 
irgendwie wiederholen müssen. Lassen nun die mte und nte 
l’otenz den nämlichen Rest r, so folgt aus: rt‘“ = r(mod. 6) und: 
a” ~ r (mod. b) : a'" ~ a" (mod. b) und wenn n m vorausgesetzt 
wird, so dass ein Glied in obiger Dividenden - Reihe sein 

muss: (i"‘ = a"~“ a“ fmod. b) oder: a“~" ^ 1 (mod. b). 

Ist nun die A:te l’otenz die kleinste oder niedrigste, 
welche den Rest 1 giebt, dann folgt aus: a'‘ = 1 (mod. 6) für 
jedes ganze, jwisitive p: 

aP^ = 1 (mod. 6), 

so dass alle Potenzen obiger Reihe, deren Exponenten Multipla 
von k sind, der Einheit nach dem Modul b congruent sein müssen. 
I'nd weiter lässt sich beweisen, dass nur diese Potenzen den 
Rest 1 lassen können. Denn wäre: 

a" ^ 1 (mod. b) 

und n kein Vielfaches von k, etwa: »j = r (r < 

folgte aus: 

a" = = «P*‘ a' == 1 (mod. b) 

und aus: a'’ = 1 (mod. 6), also auch: aP*“ s 1 (mod. 6): 
a' = 1 (mod. b) , 

was wegen der Voraussetzung, die ite ■ Potenz sei die kleinste 
des Restes 1, unmöglich ist. 

Hat man deinnacli die kleinste Potenz von a bestimmt, welche 
nach dem Modul b den Rest 1 lässt, so sind hiermit alle Potenzen 
derselben Eigenschaft bekannt. So ist für « = 4, i = 15 die 
zweite Potenz, 4’ = 16, die ei'ste, welche nach 15 als Modul der 
Einheit congruent ist; es sind also: die 4te, 6te, 8te, lOte . . . 
die einzigen Potenzen der Rasis 4, welclie durch 15 dividirt den 
Rest 1 geben. 

Und weiter lässt sich beweisen, dass unter obigen Voraus- 
setzungen die Potenzen, welche der- Arten vorhergohen, ungleiche 
Reste gellen müssen. Denn ist, falls J <^e und dc^k und eC^k 
stattfindet: 

= r (mod. b) und a“ r (mod. b), 

so muss: 

a'' = a* (moil. b) oder a'’ ^ a’~'' n* (mod. b) 
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iilso aucli: 

sein, was gegen die 
des Restes 1 , ist. 
der Potenzen: 
zeichnet, so dass: 


gt-<f ^ ] (mod. b) 

Voraussetzung, die Ate Potenz sei die kleinste 
Werden jetzt die demnacli ungleiclien Reste 
a’, a’ ... mit r, , r, . ... he- 


a' ~ r, (mod. 6) 
a’ = r, (mod. b) 
= r, (mod. b) 


rt-i (mod. b) 

stattfindet; wird darauf jede dieser Congnienzen erst mit «•' = 1 
(mod. b), dann mit a*'“ 1 (mod. b) . . ., allgemein mit qp'‘ == 1 

(mod. b) multiplicirt, so erhält mau : 

a'‘+‘ = r, (niod.6), r, (mod.i), a'“+’ ss c, (mod. 6) ... 

. . . 7\_i (mod. b) 

„sk+i ^ (mod. i), a*'‘+* Cj (mod. b), j-j (mod. b) . . . 

. . . ^ >\_i (mod. b) 


nPk+i ^ (mod. b), >•, (mod. b), ???= r, (mod. b) . . . 

. . . f|(P+‘)k — 1 — (mod. b), 

woraus hervorgeht, dass die Reste: 

^3 1 »'s ■ • • ''k-l! 1 

sich periodisch wiederholen, dass also die Reste siimmtlicher 
Potenzen der Basis a nach dem Divisor b bekannt sind, so wie 
man diejenigen Reste kennt, die dem ersten Rest = 1 voran- 
gehen. Z. B. für a = 4, 6 = 9 gieht 4' den Rest 4, 4’ = 10 
den Rest 7, 4’ =64 den Rest 1; man erhält demnach folgende 
Reihen von Dividenden und Resten: 

Dividenden: 4°, 4', 4’, 4’, 4\ 4*, 4®, 4’, 4®, 4’, 4'“, 4" ... 
Divisor: 9 

Reste : ~1, 4, 7, 1, iT l7 47 ^ ~1. ~4~ 7 7~. 

und nennt 1, 4, 7 die Periode. 

Bei der Bestimmung aller Potenz- Reste, welche die Periode 
bilden, kann man noch von folgenden Bemerkungen Gebrauch 
machen, die das Verfahren sehr abkürzen. Geben nämlich: a‘ 
und a‘+* bez. die Reste: p und p,, so dass: • 

4 » 
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a' ^ p (nioil. b), a'^' == p (inod. b) 

stattfinilet, dann erhält inan ans erster Conpriienz, wenn sie 
mit: a = a (niod. i) inultiplieirt wird: fl'“*-' = «p(mnd. i) und 
dieses mit: a'+‘ == p, (niod. i) verglichen: 

rtp p, (inod. b), 

so dass a p mit «'+‘ den nämliche n Rest lassen muss. 

Anstatt also im ohigen Reispiel den Rest von 4’ durch Divi- 
sion mit 9 in: 4’ = 64 zu bestimmen, kann man einfach den 
Rest 7 der vorliergehenden Potenz mit 4 multipliciren : 28, und 
dies Product durch 9 theilen. So findet man für a = 6, 
ft = 11: 

Divid.: 6%€',6’,statt6^:18, st.6':42. st.6‘:54.6“,6’,6‘,6*,6'",6‘ 
Divis.: 11 

Reste: l7(5, 3^, 7, To, 5, 8, 4, 2, 1, 6 ... 

Ist ferner die kleinste Potenz von a. welche nach dem Mo- 
dul ft den Rest 1 lässt, eine gerade, etwa die 2nte und: n" — 1 
relativ prim zu ft, so stehen die w erten und n letzten Reste 
der Periode in einem solchen Zusammenhänge, dass man nur der 
Kenntniss der n ersten bedarf, um die ganze Rest-Periode an- 
geben zu können. 

Hat man näinlich die folgenden Reihen von Dividenden und 
Resten : 


Divid.: a", n\ a"+‘, a"+*, 0 *"+*... 

Divis.; ft 

Reste: 1, r,, ?•,, r, ... r„_,. r„. rnfi. r„+s 1, r, .... 
dann folgt aus: 


— 1 fi a' — r, — cj 


a — r„ 


- 1 


a — a 
h~~ — 3« 




Mi-f-i 


^- = 0 . 


^ G . 

6 — VTj . . . 


= f^2n-l , 


wenn stets zwei unter einander stehende Gleichungen addirt 
werden : 
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J = </n. 6 ' =</.4-«M 

rt’(a" + l)-(r„+j+r ) 

1 ^ + ■■■ 

Der Voraussetzung nach ist: a-" — 1 = (a" — 1) (a“ -j- 1) 
durch 6 theilbar und: a" — 1 zu b relativ prim; es muss dem- 
nach: a" -(- 1 durcli h dividirt den Rest Null, oder was dasselbe 
sagt, a“ den negativen Rest — 1 oder den positiven: b — 1 lassen. 
Dieses berücksichtigt, folgert man sofort aus letzten Gleichungen, 
dass: 

>'n -|- 1 , '‘n-fi -|- >•, . »n+S "j" '"j • • • >'2a-l “f" '’n— ' 

durch b tlieilbar sein müssen, so dass, weil alle Reste kleiner als 
b sind, stattünden muss: 

(•„ 1 = /), ru-f-i -(- r, = b, -f- = b ... iv„_i rn_i = b. 

Und umgekehrt, ist r„ -[- l — b, so folgt aus der ersten 

Gleichung: = ;/n 4" 1 durch b theilbar, 

darum aus der zweiten, dritten u. s. w.: i-p+i -(- »•, = rn.j _2 
4- r, = . . . = 6. 

Dieses Gesetz lässt sich zur einfacheren Restbestimmung 
folgendermassen benutzen. Dividirt man der Reihe n*ach die 
Potenzen: x°, x', x’ . . . durch t/, wo i/ xu x relativ prim sein 
soll und findet einen Rest — ^ — 1 , dann muss der folgende 
Rest, zu dem von x' addirt, gleich i/ sein u. s. w. So findet man 
nach dem Modul 17 : 

Dividenden: lü", 10'. 10% 10\ 10', 10\ 10". 10’, 10* 

Reste: 1. ~1Ö l^lZ 4. ä th 5^ hT ’ 

16 -f- 1 = 17, daraus folgen die weiteren Reste mit:- 
7, 2, 3. 13. 11. 8, 12. 1. 

Auf diese allgemeinen Sätze, deren Constatirung für unsere 
Zwecke hinreicht, lassen wir noch einige Untersuchungen über 
die Theilbarkeit bestimmter Zahlen unseres dekadischen Systems 
durch gewisse Divisoren folgen. Wir schlagen hierbei einen 
Weg ein, welcher Kennzeichen der Theilbarkeit für jeden be- 
liebigen Divisor liefert. 
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Im Eingänge gegenwärtigen Alisclmittes bemerkten wir be- 
reits, dass jede (« -f- 1) ziflfrige Zahl des Systems der Hasis 10 
dureli die Summe: 

fl„ ... -j-a, 10’ -{-((, 10 

dargestelll ist, falls On zwischen 1 bis 9, die übrigen Coefticienten 
fio_i, ... a„ zwischen 0 und 9 liegend (die Grenzen ein- 
geschlossen) vorausgesetzt wird. 

Angenommen nun, die in Z„+i enthaltenen Potenzen von 10 
liefern durch irgend eine Zahl d dividirt die Quotienten; q,. 


q, . . 

. q„ und die Reste: r 

,. r,. 

. . . r„, in der Weise, dass: 


10' , r, 

d ~ + rf 

oder: 

: 10' = (Zy, -f- r, 


ins n 

^ + V 

oder: 

: 10’=<Z,,4-r, 


10" I 'o 

,f 9» + 

oder 

; ItV' = dq„ 4“ '‘ii 

statttiudet, dann lässt sich obige 

Summe zunächst auf die Fonn 

Z„4-i 

— d{a„q„ 4- 

•■f“ «11 >‘n -}- 

1 4“ o„ 

«n-l 

4 - . • • + "2 ?2 + “i Vi ' 
,-I + ■ • • + 0 , )•, 4- «, 2-, 4 - ", 


bringeik woraus man ohne weiteres erkennt, dass durch d 
Iheilbar sein muss, wenn iler zweite Theil der rechten Seite 

letzter Gleichung; 

On >'n -j- 0„_| r„_i -j- (/„_a )'a-t -f“ • • ■ "f" "2 ’’l "1“ I’, -|- 

durch d getheilt werden kann. Hieraus lassen sich Kennzeichen 
der Theilbarkeit für jeden Divisor ableiten. Z. H. 

Für d = 2 ist: r, = r, = ... = rn = 0: lÜr (/ = 3 ist: 
»•, =r rn = 1 ; für (/ == 4 ist : r, = 2, 

= 2 -„ = 0; für d^b: r, = j-, — . . . — = 0; fZ = ü: r, = 

r, = . . . r„ = 4 ; d = 7 : r, = 3. r, == 2, r, — 6. j-, ~ 4, i-j = 5, 

r„ 1 , ^ 7 - d, i*g — 2 . . . , d — S . 2‘, 2 . 2*j — 4, — 2*^ 

= r, = . . . = !•„ = 0; cZ = 9; r, — r, = .. . =)•„=!; d = 10: 
»-, = r, = .. . = >•„ = 0; (Z -= 1 1 ; r, = — 1, j-, = -j- 1, »•, = — 1, 

'"i = + 1 • • ■ 

Darum muss eine Zahl durch 2 theil bar sein, wenn 
a„, die Einer, es sind; durch 3. wenn: a„-|-a, -}-a, 

Oj die Quersumme der Ziffern; durch 4, 
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wenn: rt„-|-2a,; durch 5, wenn a„; durch 6, wenn: a„ 
+ 4 (a, “j + • • •); durcli 7, wenn: a„ -{- 3a, -|- 2a, -(- 6a, 
-[- 4a, -|- + “is + "f 2a, -j- . . . ; durch 8, wenn: a„ 
-|-2a, -|-4a,; durch 9, wenn: a„ -L “i "{“ “j 'I“ • • m Quer- 
summe der Ziffern; durch 10, wenn a„; durcli 11, wenn: 
a„ a, -[- a, -j- . . . — (a, -f- a, -f- a, . . .), d. i. wenn die Q u e r- 
sumnie der Ziffern vom ungeraden Range weniger 
der Quersumme der Ziffern vom geraden Range es ist. 

Die Herstellung solcher Theilbarkeits- Kennzeichen lässt sich 
offenbar bis ins Beliebige fortsetzen; jedoch sind die weiteren 
Resultate im allgemeinen von keiner praktischen Bedeutung, weit 
man sich für höhere Divisoren ebenso wie vorhin schon bei der 
7 durch eine directe Division viel rascher von der Theitbarkeit 
oder \icht - Theilbarkeit überzeugt, als durch Anwendung des 
etwaigen Kcnnzeidiens. 
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III. 

Die Decimalbrüclie. 


l)ie Leichtigkeit, womit sich den (Junzüahlen des dekadischen 
Systems im vorigen Abschnitt einige Eigenschaften nachweisen 
liesson, wenn von der Hemerkung, dass jede ganze Zahl durch 
eine Summe nacli ganzen Potenzen von 10 geordnet dargestellt 
sei, Gebrauch gemacht wurde, führt in natürliclier Weise z.u der 
Uel)erlegung, ob dasselbe oder doch etwas Aehnliches auch für 
Brüche ausführbar ist. Um liierüber zu einem Uesultatc zu ge- 
langen, gehen wir von einem Bruche ” aus, der als echt, d. i. 

a <^b und als reducirt , d. i. u relativ prim zu b vorausgesetzt 
werden soll. Xehmeu wir nun an. es sei: 


i) 


a.lO I 

-ft- = <7. + 


'i 

I, 


oder: 


a . 10 


bq, c, . 


so wird sich zunächst beweisen lassen, dass der Quotient 
q, < 10 sein muss. Denn aus a <^b folgt: a . 10 b . 10 und 
wegen: a . 10 = bq^ r, : bq^ -f- r, b . 10; um so mehr: 

iy, <; 6 . 10 <1. i. y, •< 10. Und weiter hat man für den Best 

dass derselbe zwischen 0 und b — 1 (die Grenzen eingeschlossen) 
liegen muss und zwar nur dann gleich Null sein kann, wenn 10' 

durch b theilbar ist. Vorausgesetzt, letztes sei nicht der Fall; 

es sei also; b '> r, >0. Wird dann 1) mit 10 multiplicirt ; 


'i) 

und 


h 


= 9, 10 -t- 


r , 10 
h 



angenommen, dann 
; W 
~b 


4 ) 




ergiebt sich: 
10 
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wo für die rechter Hand vorkommenden Grössen und r, leicht 
zu • erweisen ist, dass einerseits: <; 10 und andererseits r, 

gleichzeitig der Rest von r, 10 und von a IO’ nach dem Divisor 6 
sein, im allgemeinen also zwischen (6 — 1 ) und 0 (die Grenzen 
eingeschlossen) liegen muss und nur dann verschwinden, d. i. 
gleich Null sein kann, wenn 10’ durch 6 theilbar ist. Tritt letzter 
Fall nicht ein, so giebt eine abermalige Multiplication der 
Gleichung 4 mit 10 zunächst: 

— ^ = q^ 10’ +?,io + Y , 

und wenn: — = q, vorausgesetzt wird: 

5) 5. 10^ +93 10’+ 93 + T 

wo wieder 7, <; 10 stattfindet und i*,, der gleichzeitige Rest von 
a 10 ’ und Tj 10 nach dem Modul b, nur dann gleich Null ist, 
wenn 10’ durch h getheilt werden kann. 

Wird nun allgemein die nte Potenz von 10 als die erste 
durch 6 theilbare angenommen, so dass der j»te, mit zu be- 
zeichnende, Rest gleich Null sein muss, dann führt eine hin- 
reichende Wiederholung der obigen Schlussweise endlich zu: 

6) “ = 7, 10"-> -f 7, 10"-* 4- ... -4- 7„_, 10’ 4- 7„_. 10 

+ 9" + = Oj 

oder zu : 

7 ) I = 7, 1(>-*4-7,10-*4- ... 4-7.._sl(M"-*)-f 7„_,lü-«"-') 

• -|- 7„ 10-" 

d. i. also zu einer nach ganzen Potenzen von 10 geordneten 
Summe, in der sümmtliche Coefficienteu : 7,, 7,, 7, ...7„ gleich- 
zeitig kleiner als die Basis 10 sind. 

Man zieht es .jedoch aus Gründen, die bald hervortreten 
werden, vor, die Division mit 10 “, welche 6 in 7 verwandelt, nicht 
auszuführen, sondern nur anzudeuten, also zu schreiben: 

u tt 2i 10““* + '/3 10" + 23 10“”’-|- ... 10+ 

H) ^ = , 

wodurch mau für einen Ausdruck von folgenden bemerkens- 
werthen Eigenschaften erhalten hat. Der Zähler ist eine »»stellige 
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Ganzxahl des dekadiscLeu Systems, die in Rücksicht auf unser 
besundercs Ziffersystem kur/.weg: ... q^-iga geschrieben 

werden kann. Der Nenner ist diejenige l’otenz von 10, deren 
Exponent n, d. i. so viele Einheiten entliält, als der Zähler Ziffern 
hat, so dass aus der Keuutniss des Zählers sofort die des Nenners, 
als auch des ganzen Bruches, der in dieser Form den Namen: 
Decimalbruch führt, folgt, die einfache Angabe des Zählers 
demnach zur vollständigen Bestimmung des Decimalbnichs ge- 
nügt. Für die Darstellung jedoch bedarf es offenbar noch eines 
besondeni Zeichens, welches dem allein hinzuschreibenden Zähler 
liinzugefügt w'erden muss, damit sich erkennen lässt, dass man 
es niclit mit einer Ganzzahl an und für sich, sondern mit dem 
Zähler eines Decimalbruches zu thuu hat. Dieses besteht, dem 
Gebrauch gemäss, in einem Comma, Decimalcomma genannt, 
welches vor (Jie erste Ziffer des Decimalbruches gesetzt wird, 
vor welches Comma dann wieder diejenigen Ganzen geschrieben 
werden, mit welchen der Bruch etwa noch zu verbinden ist. 

Darnach wird kurzweg geschrieben: 

9 ) 1=0, 7, </,</, . . . 7,,-iyn 
und weil z. B. 

41| = 4-f8.10-‘-fl.l0-*-f 2.10-^4-5.10-*, Vj*y-8.10-M- »-IO“* 
ist: 4jiS = 4,8125. ^jV. = 0^088. 

Im V(»rigen sind die l’rinzipicii enthalten, nach welchen ein 
gemeiner Bruch in einen Decimalbruch zu verwandeln ist. 

Man multiplicirt ilen Zähler mit 10; der Quotient aus dem so 
erhaltenen Product und dem Nenner ist die erste Ziffer; der Rest 
wir<l wieder mit 10 multiplicirt, man sagt wohl kurzweg, an den 
Rest wird eine Null gehängt, und mit dem Nenner vom neuen 
in dieses Product hincindividirt ; der Quotient ist die zweite 
Ziffer u. s. w. 

Die ,\nzahl der Stellen des Decimalbruches hängt, wie schon 
oben gezeigt wurde, von der kleinsten Potenz von 10 ab, die 
durch den Nenner theilbar ist; darum wird man bei einer allge- 
meinen Untersuchung, deren Zweck die Bestimmung der Ziffern- 
.\uzahl eines horzustellcndeii Decimalbruches sein soll, von den 
verschiedenen Verhältnissen ausgehen müssen, die zwischen dem 
Nenner und der Zahl .10 existiren können. Es lassen sich in 
dieser Hinsicht die drei Fälle unterecheiden : erstens, der Nenner 
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b entliält nur die Frimzalilen 2 und 5, ist etwa von der Form: 
2“ 5"; zweitens, der Nenner ist relativ prim zu 10 und drittens, 
der Nenner ist aus 2 und 5 und noch anderen Prinifactoren zu- 
sammengesetzt, also von der Form: 2’5?A:, wo a und ß irgend 
welche positive Ganzzahlen im allgemeinen mit Einschluss der 
Null bedeuten und k zu 10 relativ prim ist. 

Im ersten Fall: 6 = 2"' 5” erkennt man sofort, dass, jenach- 
dem m ^ n stattfindet, die «te oder »nte Potenz von 10 die nie- 
drigste sein muss, welche durch h dividirt, den Rest Null lässt. 
Es entsteht demnach jetzt ein sogenannter end- 
licher Decimalbruch, dessen Ziffern-Anzahl gleich 
dem höchsten Exponenten des Nenners ist. Also 

27 27 11 11 ' • 

muss : in einen vierstelligen ; = 2 in einen 

fünfstelligen Decimalbruch verwandelt werden können, und zwar 
erhält man: 


80) 270 I 0,337ö 
240 


6250) 11000 0,00176 

6250 


300 47.500 

240 43750 


600 37500 

^ 37 ^ 

400 
400 


Zweitens sei b relativ prim zu 10; dann wird keine Po- 
tenz von 10 durch b theilbar, also keiner der obigen Reste; 
»•,, »•,, r,, ... r„ gleich Null sein können, folglich der Decimal- 
bruch niemals abbrechen. In diesem Falle zeichnen sich die 
Ziffern desselben durch besondere Eigenschaften aus, die wir 
folgenderinassen erkennen. 

Werden die aufeinanderfolgenden Potenzen von 10: 

10’. 10^ 10\ lOV lOV . . 

iler Reihe nach durch b dividirt, so muss man früher oder später 
(pag. 50) zu einem Reste = 1 kommen. Ist nun die ate Potenz 
die niedrigste, welche den Rest 1 lässt, dann hat man, wie 
pag. 50 und 51 bewiesen wurde, folgende Reilien von Dividenden 
und Resten: 
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Üivtl.: 10“, lü‘, 10’, 10“...10"-‘. 10", 10"+*. 10"+*... 10*"-', 10*"... 
Divis.: b 

Reste: 1 , r,, r,, r, ... rn_i, 1, r,, »•,, ... r^-i, 1 ... 

wo , i-j . . . r„_i unter einander ungleiche Zahlen, jede grösser 
als Null und kleiner als h bedeuten. Folglich geben die Divi- 
denden : 

rtlO", alO', olO’, n 10 ’ ...alO"-', « 10 ", al 0 "+‘, alO”+*...alO*“~', « 10 *"... 
nach dem Divisor h die Reste: 

«, ar, , «Tj, «/-j ... ar„_i, a, «r, , ar, ... ar„_i. «... 

in Bezug auf welche jedoch zu bemerken ist, dass dieselben 
offenbar auch grösser als b ausfallen, man die Division mit b 
also wird fortsetzeu können, um etwa statt der letzten die 
neuen Reste: 

' Pl ? p3 * Pa * * • Pn— l , O , pj , pj ... pp—i , «... 
zu erhalten. Von diesen Zahlen: p,, p, ... pn-i, kann keine 
gleich Nnll sein, weil jeder der Dividenden von der Form «r ist, 
rt aber relativ prim zu b und r <; 6 stattfindet. Und weiter sind 
alle diese Reste ungleich; denn wäre: pk = p, (k und t gleich 
oder kleiner ji— 1 vorausgesetzt), so müsste: a>\ — «r, = «(ck — r,) 
durch b theilbar sein, was unmöglich ist. 

Bildet man nun nach obiger Tabelle der Dividenden und 
Reste den Decimalbruch, so gestaltet sich die Rechnung folgender- 
massen : 

Aus: = ?. -f 

wird der Reihe nach : 

-f- = */. 10+?a-f^ 

= 7, 10’ -f 7, 10 -f Va + 

- = V, 10 "-* + 7 , 10 “-*+ ... + 7 „-al 0 + 7.._, + 

1 0 ) « _ 10"- * + ,,,! 0"-« + . . . + 10’ + , 10 + 7„ + f 

aus welcher letzten Gleichung zunächst hervorgeht , dass die n 
ersten Zifiern des Decimalbi-uches : 7,, 7, ... 7« sein müssen. 
In der obigen Weise fortschmtend, könnte man auch die folgenden 
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Ziffern bestimmen; einfacher geschieht dieses jedoch dadurcli, 
dass man 10) mit 10" multiplicirt: 

11) = r/, + ... + ry„_,10"+* + r/„_, 10"+' 

+ 7.10"+^. 

um nun aus 11 und 10 al)zuleiten; 

= 9, lO-"-' + q, 10="-ä + . . . + 10"+' + 10" 

+ "/l 10"~‘ + <7 j 10"-* +...-(- 10 4" 7n -j“ "f- • 

Dieses Verfahren lässt sich offenbar beliebig oft wieder- 
holen, so dass man zu dem Resultate gelangt: der Decimal- 

bruch, in welchen der echte und reducirte Bruch ~ 

verwandelt werden kann, muss, falls h relativ prim 
zu 10 ist, in der Weise ins Unendliche verlaufen, 
dass sich die n ersten Ziffern: , q^ . . . stets in 

der nämlichen Reihenfolge wiederholen. Dieses stellt 
man dadurch dar, dass man schreibt: 

12. f = 0, 2, «7, ... ?„ 9,9, 9 i9j ••• 9" • • • 

und nennt nun die rechte Seite einen rein periodischen 
Decimalbruch der Periode: q^q^...q„. Z. B.: 

= 0,63 63 63 ... 

II ^ 0,623809047 623809047 . . . 

So wie aus Gleichung 10 einmal das Gesetz, nach welchem 
die Ziffern des Decimalbruches aufeinanderfolgen, sich ergab, so 
lässt sich aus derselben auch ein ander Mal die Lösung des um- 
gekehrten Problems, den Wertli eines rein periodischen Decimal- 
bruches zu bestimmen, dadurch ableiten, dass man einfach das 
letzte Glied rechter Hand in 10 auf die linke Seite bringt: 

A (10" — 1) = 10"-' -f- 9, 10"-* -j- . . . -f 9..-S 10’ -i- 9n_. 10 -f 9„ 

und jetzt noch durch den Factor von A dividirt: 


Digitized by Google 


t )2 


s: P C 


rt> 

<-► 


r 


r 


Qj ?V ^ ^ 2 ^ 


^ p 
» 
c 

a 


9 * 

I ^ 


Tr 

I 


» 

c 


o 

<« 

ir 

I 


r 


9 

+ 

■: r 


Tf 

+ 


r 

I 


’J. 

% 2 


c- O 

o 


« y* 

ST W 

H 4 ^ 

w’ 

W 
d. 4^. 


^ -i.lp 

*C 


(t 

o 


'c ;r- 
2. 

S 5 

2 ^ 


Z. ^ 

? & 
2 . 


« 


C « 3 |W 

ö «r- 


2- C- 
n. 


cn 


= 2- 


ff 


9 

I 


Tf 

I 


O^ 

o 


2 

ff' 


H G- 

ff ff p 
^ ff * 
2. ^ * 
q“ a- 

“ w 9 
cc 


Z C» 


■rt) 

tjq :tQ 

S 2. 

5: & 


9 

+ 


9 

w 

L 

9 

r 

I 


2^ 
fD 

3* 

et 

5 cn 


T> 

^ ET. ^ 
<t cn 

*-j .. 

Oj 


p 

ft 


" ?l 
^ £- 
s 

t* 

^ 5- 

C 

ft ^ 

^ o" 
rr ST 
<• 2 

kW N 


5 * g 


3 ^ : 
55 t' ^ 


B* 

o* 


O W 

< ff 
— • o 


o- r 
ft’ »c 
o 

P " 

(t 


o. 

ff 


3 w — 


O 


er 

n 


n ^ er ^ p 


et 

o 

tu- 


et 

•1 


ö ff 


ff 

p 


C;d 

^ö' 


ff w* 

0 ff 


S? 

■-* 

o-!o 

ft 

■-< 

p 


p d- 
et 
►-* 


O P O 


rv ü' 

% 3 

£. 

ff. p“ 
. •-* 
ff 
2. 
<t 


p 

ff er 

(t 

o 5 ' 5 


r>j — 


p tff 

O HH 

eff ft* 

et 2. 

et c 


*-J 

p 
o 

- ? 
^ n 




1 ^ ft 
ft 

ff 


2 - -• 
^ c 
ff- 
<t 


•I 

ft Qk 
Qj —• ft 


< 

ft 


ff- 

et 

ff 


o 

5^ 

ft 

ff 

ff- 

p 


N 

£• 


*-• s 

CU w. 


« "ff 
ff* c 

1>< 

ft 

P 

•-S 

d 

ff- 

ft W. 

-• o 

ff 

2 

*-t 

ft 

•-* 

(t *-• 

S 

»— * 
9 

SS 

P ff“ 

1 

ff* 

ft 

ff“ ft 

1 

2 

.ff“ ff 

N- 



5\ 

s 1 


5 ^ 


h: 3 ®o 


ft 

5 

ff- 

ft 

?ff 

p 

cc" 

2 - 

5 

O 

p 

3 


Digitized by Google 


'i + Ol' “^ + sOI* “* + '" + ,-u0l‘* + ,_„Ol '* 


63 


Man erhält dann für die Ziffern y,, • q«. f i ■ ■ ■ q 2 n des 

Decimalbruches folgende Gleichungen: 

a 10' I pi 10(i— a) , 6 — P, 

-ft- = 7. + — = 9^+' + h 


— P'- = fl -4- 

b — V2 T 


!,. Wpfil = + illf. 


-Z*- = «. + = 9.+. + 


lOpk-2 I Pk-1 10(6-Pk_») *-Pk-i 

~ir~ — 9"-i + -fc- 6 — 92 '-‘ H i 

= 9k + -y- I - + i ’ 

woraus sich durch Addition stets zweier neben einander stehender 
Gleichungen für die Ziffern der Periode das benierkenswerthe 
Gesetz ergiebt: 

9l + ?k+l = ‘J 9k-l 4- 9ik-l = 9 

q, “t" 9k+i = 9 ?k -l“ ?Sk = 9. 

?3 + ?k+3 = 9 

Z. B. = 0,571428 571428 . . . 

= 0';6470588235294117 6470588235294117". . . 

Enthält endlich der Nenner des echten und reducirten 

Bruches ausser den Primfactorcn 2 und 5 noch andere, die 
b 

also zu 10 relativ prim sind, d. h. ist etwa; b = 2''“ 5? k, wo a 
und ß irgend welche positive Ganzzahlen mit Einschluss der Null 
und k eine Prim — oder zusammengesetzte Zahl, die aber mit 10 
ausser der Einheit keinen gemeinsamen Factor hat, bedeuten, 

dann lässt sich die Natur des Decimalbruches, worin y verwan- 
delt werden kann, allerdings auch auf einem Wege, analog dem 
letzten, erkennen. Wir ziehen jedoch das folgende Verfahren 
vor, einmal seiner Kürze halber und ein andermal, um durch 
unsere Untersuchungen möglichst viele Gesichtspunkte zu er- 
öffnen. 

Wenn ~ ein echter, reducirter Brucli ist und h durch das 

Product zweier Factoren, die relativ prim zu einander sind, er- 
setzt werden kann , etwa durch m n , dann lässt sich beweisen. 
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dass a stets auf die Form: mx -|- ny pebraclit, also in: 

^ J!- verwandelt werden kann, wo x und j/ Ganz- 

mn 71 m 

zahlen bedeuten, die bez. zu n und vi relativ prim sind. Denn 
soll unter obigen Umständen: a = mx ny sein, so heisst das, 
es soll die Congruenz: «ix « (mod. n) stattfinden; und lässt 
sich umgekehrt beweisen, dass es stets ein ganzes x giebt, welches 
der Congruenz: 7nx^a(mod. «) genügt, so ist damit die Mög- 
lichkeit der obigen Zerlegung dargethan. 

Dieses kann aber folgendennassen geschehen. Um Ferraat's 
Lehrsatz zu beweisen (pag. 47) wurde zunächst gezeigt, dass, falls 
m und n zwei relative Primzahlen sind, die Reste der Mnltipla: 

1 . J)l , 2 .771, 3 . 7H ... (»l 1 ) 77/ 

nach dem Divisor »» mit den Zahlen: 1, 2 . . . (<t — 1) zusammen- 
fallen, woraus umgekehrt folgt, dass jedenfalls irgend eines dieser 
letzten Vielfachen durch n dividirt den Rest 1 geben muss. 

Es existirt demnach stets ein ganzes x, , welches > 0 und <; n 
sein muss, für welches: 

7(1 X, == 1 (mod. ([) 

stattfindet. Diese Congruenz mit: o ?= o (mod. n) multiplicirt. 
giebt aber; 

7)1 (x, o) ^ n (mod. 7i) 

womit oflenbar der Nachweis, dass es stets ein ganzes: x = x,a 
geben muss, welches der Congruenz: mx ~ o (mod. fj) Genüge 
leistet, geliefert ist. Die Bestimmung dieses x lä.sst sich nach 
bestimmten Prinzipien , die wir später mittheilen werden , stets 
bewerkstelligen; vor der Hand genügt es, die Möglichkeit der 
Lösung einer Congruenz : m x a (mod. 7i), wo 7>i und « relativ 
prim zu einander sind, constatirt zu haben. Ausserdem lässt 
sich durch einen Versuch der Werth von x ohne Mühe ermitteln. i 

weil X, zwischen bestimmten Grenzen liegen muss. So findet man 
z. B. für; 3x ^ 7 (mod. 1 l):x = 4.7 = 28, für; llx — 2(mod. 7): 

X = 2 . 2 = 4. Dieses sind jedoch nicht die einzigen Lösungen; 
denn wenn mx — a durch 7i theilbar ist, dann muss auch 
7)ix — a + tmal jedem Multiplum von n durch 7i dividirt eine Ganz- 
zahl sein, muss also allgemein: 7n x + ” ^ ti) oder: 

7a(x-j-7»t) ^ a(inod. 7j) stattfinden, wo t irgend eine positive 
oder negative Ganzzahl bedeutet. Die allgemeine Lösung der 
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Congrueiiz: 3a: 7(mcd.li) ist demnach: a: = 28-f- U woraus 

fiir: t =r — 2, — 1, 1 . . . i = 6, 17, 28, 39 . . . als 

sämmtliclie positire Lösungen sich ergeben. Nachdem nun x 

gefunden ist, lässt sich y lefcht aus der Gleichung: y = 
berechnen, womit die Zerlegung de« ~ in seine beiden Partial- 
brüche: — uml -- beschafft ist. Hierin müssen x und n einer- 

n m 

seit«, y und vi andererseits relativ prim sein. Denn hätten z. B. 
X und n den gemeinsamen Factor 3(>1), so dass etwa: a: = E.S. 
nz=v.o stalttände, dann folgte aus: 


n = mx-\-ny = 


dass a und b z=mti=invZ gleichzeitig durch o theillmr wären, 
was gegen die Voraussetzung ist. .. 


Beispiel: Hie Lösung der Con- 


39 3.13 3.13 

gruenz: 3x^ 17 (mnd. 13)- ist: x= BJ -}- 13.#; darau.s folgt: 

= — 1 — 3.<; demnach ist: 


17 — 3x 17 — 3 (10 4-13. <) 

^ ■ 13 ~ rS 


17 _ 10-|-13.t , — 1-3.< 10 1 

37 13 "i 3 ~ 13 3 • 


Bestimmen wir jetzt den Decimalbruch, w'orin ^ verwandelt 
werden kann , wenn 6 = 2“ 5? k ist , wo k keine der Primzahlen 2 
und 5 enthält. Setzt man kurzweg 2'‘5? = r, so ist: ^ ~ ’ 

wo r und k relativ prim zu einander sind ; folglich kann nach 
Obigem ^ stets durch die Summe zweier reducirter Partial- 
brüche ersetzt werden, deren Nenner bcz. r und k sind. Man 
erhält etwa: 

6 2 “ 5 ^ ^ ' 

— giebt aber einen endlichen Decimalbruch von 

2 ’ 5 [» 

o oder ß Stellen, jenächdem oder 5-<ß ist; ^ einen 

rein periodischen Bruch, weil k zu 10 relativ prim ist; 
denkt man sich nun diese beiden Brüche vereinigt, wie das 
Zeichen es vorschreibt, so entsteht offenbar ein periodischer Deci- 
malbruch, dessen ^Periode jedocli a oder ß nicht periodische 

5 
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Ziffern vorlierKehen. Darum nennt man einen solchen Decimal- 
briich {'eifiisclit periodisch und kann das erhaltene liesultat 
lolgejiderraassen aussprechen: Knthält der Nenner b des 

ecliten, reducirten llruches ^ ausser 2 und i> noch 

andere rrini factoren, so lässt sich y in einen gemischt 

periodischen Decimalbrueb verwandeliij in welchem 
der Periode so viel Ziffern voran gehen, als der 
liöchste Exponent der im Nenner Vorkommen den Po- 
tenzen von 2 und 5 Einheiten hat. 

So ist: 


280 


22:1 A 4. 1 — 4. ^ _ 

40 . 7 ' “ 40 7 ~ 2^ . fl T~ 

= 0,79642Hr)7l428r>71 . . . 


0,225-f0,57 1428 571 428 ... 


Ist ein geinisclit periodischer Decimalbruch, allgemein etwa 
t), y, • • . Vd r, r, ... »•„ r, ... gegeben, so erhält man 

seinen Wcrtli IP, wenn die Gleichung: 

IP == 0, y, q, ... 9(„) r, r, ... »•(□,) r, r, ... r^„,i ... 
erst mit lO^P", darauf mit 10" raultiplicirt wird: 
lü“+n . W = y, y, . . . y(„) r, r, . . . r<„), r, Cj . . . r,„, . . . 

10" . IP = 7[n)i ... r(„) . . . 

unil die erlialtenen Produete von einander subtraliirt werden. 
.\us dieser Differenz findet man sofort: 


14) 


IP = 


^ . ■ 7ii fiT; . . . r(m) ~ ?i <Fa • ■ • 9(«) 

10“+” — 10" 


Was die Rechnung mit Deciraalbrüchen anbelangt, so zeigt 
Gleichung 7 die bei der Addition und Subtraction zu befolgenden 
einfachen (irundsätze. Aus: 

I- = 9,10-‘-f 9,10-> + ValO-^+--f + 

I = f,io-'4-/,io-ä + f,io-='-f ...-f t(„io-'‘ _ 

folgt nämlich ohne weiteres als Summe oder Differenz der beiden 
endlichen Decimalbrüche rechter Hand: 

1-'^) T ± 7 = ± '0-' -f- {y, + Q 10-» + .... 

+ (9(10 + ^k)) 10-» -|- 9(k+i) 10-(»+‘> + V(„) 10-". 
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Man sclireilx> also die durch Addition oder Ruhtruction zu 
vereinigenden Brüche so untereinander, dass je zwei Ziffern der- 
selben Rangordnung eine Verticalcolumne bilden; dann sind hez. 
die Summen oder Differenzen der so initer einander stehenden 
Ziffern die Ziffern der gesuchten Summe oder Differenz; dass es 
hierbei am zweckmiissigsten ist, von rechts nach links zu rechnen, 
bedarf wohl kaum einer Erwähnung. So findet man; 

3,58197 0,793146 17,136 

1,22631 0,153 5,04912978 

4,80828 als S. 0,946146'ids S. "22,18rrf2978”iüs S. 

2,35566 als D. 0,640146 als D. 12,08687022 als D. 

Die Regeln zur Bildung des Productes und Quotienten erhält 
man am einfachsten, wenn die vorhin schon benutzten Brüche 
zunächst auf die Fora: 

^ _ ? i 10°~‘ -|- < 1 , 10"~^ + • • • 4- ?(») _ yi ?(n) 

b 10" 10“ 

~ 10^ ~ lu* 

gebracht werden. Es ergiebt sich dann: 

^ C 7l • • - ycn) • 0 ■ • • *(ll) 

b d 10"+*' 

d. h. das Product ist ein -f- stelliger Decimalbriich, dessen 
Zähler gleich dem Pnxluct der Zähler <ler beiden Eactoren ist. 
Hiernach hat man z. B. : 

nioQ 123.42 OlGC no-icc 

0,123 . 0,42 = - = 0.0.O166. 

7,132 . 0,000089 = — = 0,000634748. 

Den Quotienten: berechnet man am einfachsten, 

O, fj . . . 

nachdem Zähler und Nenner mit einer solchen Potenz von 10 
multiplicirt worden, dass beide in Ganzzahlen übergegangen sind; 
so würde man, je nachdem « ^ fc ist, zunächst mit 10” oder 10^ 
multipliciren, um dann durch Division der erhaltenen Ganzzahlen 
den Werth des Quotienten der Decimalbrüche zu bestimmen. 
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Z. B.: 


0,137 _ 137 
0,29 ^ 290 


= 0,472 


11,13 _ 
0,1257 ~ 


111300 

1257 


= 88,54 


0,00013 

71,25 ~ 


13 

"7125000 


- 0,0000018 . . . 


Siud die Decimalbrüclie periodisch, also bis ins Unendliche 
verlaufend, so ist den letzten Bemerkungen noch Folgendes hin- 
zuzufügen. Haben die Perioden der beiden zu vereinigenden 
Brüche bez. m und n Stellen und werden die Perioden selbsF, 
als Ganzzahlen betrachtet, mit P und Q bezeichuet, dann sind 

P 0 

nach 13 die Werthe der Decimalbrüche : - , und — , 

10 “ — 1 10 “ — 1 ’ 

folglich ihre Summe oder Differenz : Der 

° (10® — l)(lo" — 1) 

Nenner ist also, welchen Werth auch die Exponenten m und n 
haben mögen, eine Zahl, deren letzte Ziffer, der Repräsentant 
der Einheiten- Anzahl , eine 1 ist, so dass dieselbe weder durch 
2 noch durch 5 theilbar sein kann, also zu 10 relativ prim sein 
muss ; der resultirende Deciinalbruch muss darum wictler rein 
periodisch sein. Die Anzahl der Stellen seiner Periode würde 
man dadurch linden können, dass man, fixlls: 7'’(10? — 1)+Q(10“ — 1) 
zu (10“ — 1)(10" — 1) relativ prim wäre, die kleinste Potenz von 
10 aufsuchte, welche durch (10“ — 1)(10“ — 1) dividirt den Rest 1 
Hesse. Ob aber diese erste Bedingung erfüllt wird, lässt sich 
im allgemeinen nicht erkennen, weil dieses offenbar von den jedes- 
maligen Wertheu der 4 Grössen: P, Q, m, n abhängt; darum 
muss man sich über die Ziffern-Anzahl der resultirenden Periode 
auf folgendem Wege entscheiden. Denkt man sich die Periode 
der zu addirenden oder zu subtrahirenden Brüche so oft hinge- 
schrieben, bis der Fall eintritt, dass, sind die Ziffern gleichen 
Ranges immer vertical unter einander gesetzt, die letzte Ziffer 
der Periode des ersten Bruches und der des zweiten eine Vertical- 
Cülumne bilden, dann wird offenbar mit der Summe oder Diffe- 
renz dieser beiden Ziffern die erste .Periode des herzustellenden 
Bruches schliessen, so dass die Anzahl ilirer Ziffern gleich der 
kleinsten Zahl ist, welche gleichzeitig durch m und n getlieilt 
werden kann. Z. B. für 0,683520 . . . und 0,21432143'. . . 
schreibt man : 

0,083526683526 683526 . . . 

0,214321432143 214321 . . . 


Digilized by Google 


69 


Die erste 6 stellige Periode ist also 2-mal, die 4 stellige 3-mal 
zu wiederholen, bis der Fall eintritf, dass die beiden letzten 
Ziffern: 6 und 3 der Perioden eine Vertical-Columne bilden; dem- 
nach ist die Ziffern- Anzahl def durch Addition oder Subtraction 
resultirenden Periode gleich 12, was man ohne weitere« durch 
die üeberlegung hätte bestimmen können, dass 12 der kleinste 
Dividend von 6 und 4 ist. Man erhält: 

0,81t7848115ü69 897848115609 . . . als Summe, 

-0,469205251383 469205251383 ... als Differenz. 

Sind die Driiche gemischt periodisch, dann sind sie durch 
eine additive oder subtractive Verbindung je zweier Brüche von 

der Form: und ~ für den ersten, und: ' und - - für 

2“ 5“ k 2“'5“‘ r 

den zweiten entstanden, wenn m, ti, «i, , n^ positive Ganzzahlen 

mit Kin.schluss der Null, k und r Zahlen relativ prim zu 10, A 

und z4,' Zahlen bez. relativ prim zu 2"' 5" und 2“‘5"', B und B, 

relativ prim zu r und r, bedeuten. 

Die Summe oder Differenz der beiden ersten Bestandtheile 

- — und ist ein endlicher Decimalbruch , dessen Ziffern- 

2“'5"' 

Anzahl so gross ist, wie die höchste Ziffern-.\nzahl in einem der 
zu vereinigenden Decimalbrüche; die Summe oder Differenz der 

B B 

beiden letzten BesUindtheile : ^ und ist ein rein periodischer 

Bruch, dessen Periode t stellig sein muss, wenn t der kleinste 
Dividend der Zahlen ist, welclie die Anzahl der Ziffern der 

Ti ß 

Perioden der Brüche ^ und angeben. Durch Addition oder 

Subtraction zweier gemischt periodischer Brüche erhält man dem- 
nach im allgemeinen wieder einen gemischt periodischen 
Bruch; nur dann wird derselbe rein periodisch sein, wenn 
die den Perioden vorangehenden Ziffern so beschaffen sind, dass 
ihre Summe oder Differenz dieselben Ziffern in derselben Reihen- 
folge wie die Periode der Summe oder Differenz entliält. So 
ist z. B. : 

für: 0.1546^^... für: 0,6259'M74 . . . 
0,727249^' . . . 0,20173232 . . . 

die Summe: 0,8^g^881 ... d. Dift'.: 0,42424242 . . . 
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dagegen für : 0,«3‘t2 1 78 1 73 1 73 1 73 1 73 1 7 ... 

0,2135417 .>117 .^»417 54 . . . 

Suniine: 0,852751)071402734850071 . . . 

Dillerciiz; . 0,42507.5563141800775503 ... 


Was das Product zweier unendlicher Decimalhrüche, rein 
oder gemiselit periodisch, anlangt, so muss man, soll iht’ Werth 
absolut genau gefuiuUui werden, zunächst die zu vereinigenden 
ürüche nach den angegebenen Uegeln in gemeine l’rüche ver- 
wanileln, und diese mit einander multipliciren. Gewöhidieh be- 
gnügt man sich hierbei jedoch mit eLiiem gewissen Grade von 
(ienauigkeit, der sowohl in Ilüeksieht auf die Natur der vor- 
liegenden Aufgabe, wie auf die der Rechnung zum Grunde ge- 
legten Einheit zu bestimmen ist. Alsdann ist Folgendes zu 
beachten. 

Stellt man das Product der unendlichen Decimalhrüche: 
Or 7i • • • f/n ■ ■ ■ >iinl 0, <1 <3 . . . #„ ... her, so ül>erzeugt 

man sich leicht, dass dasselbe um den Werth von: 


F 


t, <Ju+l \ 10-<"+'') -f t, 

Wi7i j ^2 7 "+i 

1 tu+lV2 

tu+2?i 


10-(n+a) _[_ , ^ I |()-(n+ 4 ) _ 

^2 7 u +2 

tn+1^3 

^>+ Ü ?2 ' * 

tu+sq, I 


grosser ist, als das 2«stellige Product der « ziffrigen Riiiche: 
0, (/, q, ■ ■ ■ q» und 0, <, ... t„. Würde man also an die 

Stelle des ersten das letzte setzen, so beginge man einen P’tdder 
= dessen höchster Werth erhalten wird, wenn alle /iH’ern in 
obiger Summe gleich iK>un gesetzt werden. Demnach ist: 


/.■<2.«1.10-»+»(l + i + i + i+...) 

< 2 . 81 . 10-("+*) (1,234 . . .) 
also jedenfalls: 

/-’< (2.81 . 10-("+*). 1 ,3= 2. 10-‘-fl . 10-(“+' J-f 0. 10-{»+^)-f 6. 10-'“+«)). 


Um demnach das 2nstellige Product der «zitirigen Brüche 
in das der bis ins Unendliche verlaufenden zu verwandeln, hat 
man höchstens von der nten Stelle ab die Decimaleu des ersten 
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zu erhöhen und zwar die nte Decimale selbst höchstens um 
eine oder zwei Einheiten; die vorhergehenden Decimalen bis zur 
(n — l)ten bleiben unverändert, falls nicht die nte eine 8 oder 9 
ist und bez. um 2 oder 1 Einheit vergrössert werden muss, 
wodurch daun allerdings auch die vorhergehende (n— l)te Deci- 
male afficirt wird. Man kommt daher zu folgendem Resultat; 
Um den Werth des Productes zweier unendlicher Doeimalbrüche 
etwa bis auf (n — 1) Stellen genau zu erhalten, schneide man 
von den beiden Factoren vom Komma nach rechts gehend n Deci- 
malen ab und multiplicirc die *o erhaltenen n ziffrigen Drüche; 
dann sind die (n — 1) ersten Decimalen ibeses l’roductes gleich- 
zeitig die (n — 1) ersten Decimalen des l’roductes der gegebenen 
Brüche , wenn nicht die nte Decimale des erstcji eine 8 oder 9 
ist. In diesem letzten Fall kann man sich auf die (« — l)te 
Ziffer nicht unbedingt mehr verlassen uml muss sich daher ent- 
weder mit einem geringeren Grade von Genauigkeit begnügen 
oder statt der n ersten Ziffern der gegebenen Brüche etwa die 
(n-f-1) oder (n-+-2) ersten in Anrechnung bringen. 

Im allgemeinen bedarf man demnach von den 2 »» Ziffern des 
l’roductes der beiden n stelligeti Brüche nur der Kenntniss der 
n ersten, und zeigen wir daher noch, ^vie sicli diese in der kürzesten 
W'eise bestimmen lassen, indem wir zu dem Zwecke . von den 
beidmj t*twa ü ziffrigen Decimalbrücheu : 0, 7 , 7 , 7 , 7 ^ 7 , 

= 7 , lü-‘ + 7 , 10-« -j- 7 , 10-=* -f 7 , 10-^ + 7 , 10- ' -f 7 , KJ « und 
0 , t, t ,10 ^-f-^lü -'-ft.lU-’ 

t„ 10 " * ausgehen, für deren volles l’roduct mau zunäclist nach 
den lickanuten Regeln verfalncud findet: 



iQ -‘+<.?2 

10-‘+<,7 j 

10-»+<.26 

< 2 ?. <2 22 

<2 2 j i 

<2 2 * ' 

<222 

1 < 32 i ' 

<2 22 

< 32 a 

<3 24 


< i 2 t 

<222 

<4 2 d 



<2 2 . 

<2 22 




“ < 62 i 


+ <22s 

10 -» 


<322 

+ <3 2 . 

10 -» 

1 

<424 

<4 22 

+ <4 2 .| tO -“’ 

<2 23 

<224 

<2 22 i +<2 2 . 10 -” 

<.22 

<. 23 ^ 

<.24 <.2.1 +<.2. IO-"' 
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V 


-If. 


Bringt man nun nur die Glieder diesseits des dickeren Striches 
in Anrechnung , so wird der Factor von 10-’ , so fehlerhaft aus- 
falien, dass auch der von 10~* nicht als richtig erklärt werden 
kann, also kein l'roduct bis auf 6 Decinialen genau erhalten 
wird. Man muss darum die /iffern in der Vertical-Columne: 
10"'' in Rücksicht auf die jenseits des Striches stehenden Glieder 
so verbessern, dass die als Factor von 10^', d. i. als 7te Deci- 
male, resultirende Zahl höchstens um eine oder zwei Einheiten falsch 
sein kaiin, der in der 7ten Ziffer enthaltene Fehler demnach auf 
die 6te Ziffer im allgemeinen ohne Einfluss ist. Diese Correctionen 
sind folgendermassen anzubringen. "Bei der Bildung der zweiten 
Horizontalcolumnc berechnet man auch t, g,. Es wird sich hier- 
für im allgemeinen: a'. 10-j-ß ergeben, wo o zwischen 0 und 8, 
ß zwischen 0 und 0 (die Grenzen inclusive) liegt, weil der höchste 
Werth von <,g,;81, für = der niedrigste 0 ist. Je nach- 

dem nun: p -< 5, oder: p > Ö ist, fügt man den Werth von t, : 
o oder a -f- 1 Einlieiten hinzu. In gleicher Weise macht man es 
für Jede der folgenden Horizontalcolumnen,- danh wird- nüm als 
Factor von 10“' eine Zald erhalten müssen, die, wo nicht absolut 
richtig, 'höchstens mit einem Fehler gleich einer oder gleich zwei 
Einheiten behaftet sein kann, der demnach auf die 6te Ziffer im 
allgemeinen einflusslos sein muss. Sollte der Fall eintreten, dass 
in allen Rrodncten: t,q^, t^q^, t^q,, t,g, die Einheiten <; 5 

ausfielen, so wird man vielleicht abwechselnd die Verbesserung 
a -|- 1 statt a (im obigen Sinne) anhringen. Ueberhaupt wird 
man nicht immer an der vorigen Regel unbedingt haften, sondern 
dieselbe in einer den jedesmaligen Umständen angemessenen 
Weise, über die sich der .Rechner bei klarer Einsicht in das der 
Correction zum Grunde liegende Prinzip leicht entscheiden kann, 
modificiren. 
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Z. B.: 

0,837124 ' • 

0,531976 

418ö<)20 (erste riorizaleolunine; 10~*-|^t,^,10^ 

251137 (zweite Hori/.ontalcoluniue. Ohne Verbesserung; 251136 
wegen 3.4= 12, Verbesserung; 1 

251137 

8371 (8371 Verbesserung 0 wegen 1.2 <.5) 

7534 (7533 

1 Verbesserung Megen 9 . 1 = 9 > 5) 

586 (581 

5 V erbesserung wegen 7.7 = 49) 

50 •( 48 . 

2 V'erbesserung wegen 3.6=18) 

Ö.44ö3^^ . 

Der wahre Werth des Productes ist; 0,445329K77O!M. 

4,67135 

11.7619 

467135 ... 

46714 

32699 

2803 

47 

41 


54,9439 

Der wahre Werth des Prwluctes ist; .54, 9439015®. 

0,72604302 

0,30100807 

^217812906~ 

726043 

5808 

50 


0,218544807 

Der wahre Werth des Productes ist; 0,2185448081871714. 
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Für das I’rodnct der leiden bis ins Uiicndliclie verlaufenden 
ürüelie: 0,31 2ö7 3 1257 ... iiml 0,7030152 7030152... findet man 
endlieh Iris auf 9 Dei'iiimleu genau aus: 

0,3125731250 

0,7ti301ö27fi3 

21H><0118707~' 

1875438754 

03771038 

312573 

150280 

0251 

2187 

187 

0 

O,238408O(i0K'). 

I)ic Ilereehnung des Quotienten zweier unondlielier Deeiinal- 
brüelie geschieht am einl'aehsteii nach der von Fourier ange- 
gebenen Methode der sogenannten geordneten Division. 
Dieselbe ist, wie man erkennen wiial, auch auf ilie Theilung 
ganzer Wahlen und endlielier Deeimalbrüehe anwendbar, gicbt 
absolnte richtige Itesultate und redueirt die Arbeit des ganzen 
Geseliäftes auf ein Mitiinium. 

Um den ihr zum Grunde liegenden Gedanken mitzutlieileu, 
bilden wir zunächst das Product etwa der dekadischen Ganz- 
zahlen ; 


15) a, lO’ -f 10^ -f o, 10" -1- rt, 10" -I- «, 10' -f a„ 


mit: 


17) «j IO" -f «s 6, 1 10" -|- flj l, 

«4^1 “4^'j 


. 10' + K 


10’+ 

10‘ + «.6o 

a,b. 

«4^1 

; «3 *3 1 



a,b. 


«1^4 


10 " 


+ '*4 ^.1 ■ 

10* + «3 b„ 

4 - 

b 

W + a,b„ 

« 3^1 

uj>, \ 

« 1^1 

“«^1 

a,b. 

«.*3 

"o *3 



"O ^3 

i 


« 0*4 
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Wird also umgekclirt mit 15 in 17 dividirt, so muss sich 
16 ergeben. Nach der gewöhnlichen Methode berechnet man 
diesen Quotienten bekanntlich dadurch, dass mit 15 zunäulist in 
die 5 oder 6 ersten Ziffern von 17 getheilt, der erhaltene Quo- 
tient mit 15 multiplicirt und dieses Product von 17 subtrahirt 
wird. Nachdem zu dem so erhaltenen Re.ste die nächste Ziffer 
des ursprünglichen Dividenden lunzugefügt i.st, wird in die so 
vervollständigte Zahl vom neuen mit 15 hineindividirt; der er- 
haltene Quotient ist ilie zweite Ziffer "von 16 u. s. w. Der Unter- 
schied dieser und der Fourier’schen Methode besteht nun darin, 
dass von den Producten des ersten, zweiten . . . Tlieils des Quo- 
tienten in den Divisor nur immer diejenigen Theile berücksichtigt 
werden, welche zur Destimmung des neuen Dividenden unum- 
gänglich nothwendig sind, so dass man Iblgenderinassen recluiet. 

Von dem Divisor 15 nimmt man zunächst etwa nur die beiden 
ersten Ziffern: a^a,, die durch einen Strich besonders markirt 
und der überstrichene Divisor genannt werden. Jenacii- 
dem nun die beiden ersten Ziffern des Dividendus > oder 
<aja, sind, bilden sie oder die drei ersten den überstriche- 
ne n Dividenden. So ist für 541143951565 : 467135, falls man 
46 als den übefstrichenen Divisor nimmt, 54 der überstrichene 
Dividend; würde dagegen die erste Ziffer des Dividend keine 5, 
sondern eine 4, 3, 2 oder 1 gewesen sein, dann hätte man als 

11 

überstrichenen Dividend 4!) nehmen müssen, damit in ihn mit 

il 

dem überetrichenen Divisor liineingetheilt werden kann. Diese 
Division : 


allgemein mit Oj 10’-f-a,10* in Uj ft, 10-' -j- n, 5, 

a,ft, 

für das Beispiel mit 46 in 54 


IO’ giebt: ft, 10* 
^ 1 - 


Mit dem so erhaltenen ersten Theil: ft, 10' (1) des Quo- 
tienten wird der überstrichene Divisor multiplicirt und das Pro- 
duct: Ujft, 10" -j- «,ft, 10’ (1.46 = 46) vom Dividenden subtrahirt. 
Der Rest ist, nimmt man die folgende Ziffer des Dividenden 
hinzu : 


rtj ftj 10 ’ -f- Uj ft, 1 10 ’ , 

/467135 ) 54943051565 (1 \ 


46 

« 3^1 

' 89 ' 
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Diese Grösse, ohne Weiteres als neuen Dividend benutzt, 
muss im allgemeinen einen felilerJiaften zweiten Theil des Quo- 
tienten liefern, weil vom ursprünglichen Dividenden nicht, wie es 
muss, 6, 10* mal Total - Divisor, sondern nur; 6, 10* mal Uebst.- 
Divisor subtrahirt wurde, man also: 

fc, 10*{«, lO^-f«, 10’ +a, 10' !'«„) = 0,6, lO’-fOjft, 10*+o,6, W'-t-On^, 
abzuzichen unterliess. Diese Grösst; mit dem neuen Dividenden 
verglichen, sieht man sofort, dass letzter, wäre alles subtrahirt, 
einen andern Werth erhalten hätte, indem beide 'Flieilc ein Glied 
mit 10’ entluilten. Darum corrigirt man den Dividenden dadurch, 
dass man noch o, 6, 10’ subtrahirt, um als sogenannten ver- 
besserten Dividend zu erhalten : 

0,6, 10" -f 0,6, j 10’, 89 

7 (7.1, d. i. die erste Ziffer: 7, welche 
■“ auf den ilberstricheneii Divisor 
folgt, multiplicirt mit der ersten 
I . Ziffer: 1 des Quotienten. 

Diese ■Subtraction ist aber nur dann möglich, wenn: 

0,6, 10> 0,6, *) 

und weil o, höchstens =9 sein kann, wenn man: 

, 0,6,10 5 10.6, oder: o,6, 5 6, (8 > 1) 

hat. Wird diese Gleichung bez. Ungleichung ertüllt, dann ist die 
Verbesserung anzubringeu, und: 6,(1) die erste richtige Ziffer 


♦) Der noch nicht corricirtc DiTidenü ist nämlich allgemein eine Zahl 
von der Form: 


N^'A 10" + a 10*-' -b 3 IO"-* -1-7 10"-^+ . . . 
und der nictit suhtrahirte Theil des Productes aus dem ersten ’J'heil des Quo- 
tienten und Total-Divisor im allgemeinen enie Zahl von der Form: 

Ni = A, 10"-' + 10"-* + 7, 10"-’ + ... 

wo A und Al beliehigc Ganzzalden, dagegen; o, ß, 7 ...-ßi, 7i ... Ganz- 
zahlen < 10 bedeuten. Bringt man erstere auf die Form: 

üf = (yl 10 -f a) 10"-' -t- (1 10"-* -t- 7 10"-® -f . . . 

BO erkennt man sofort, dass JV > sein muss, also A', von N subtrahirt 
worden kann, wenn: 

^10 -f a > Al 

also jedenfalls, wenn : 


vl 10 > ^, 


stattfindot. 
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des Quotienten. Ist dieses jedoch nicht der Fall, dann folgt 
oflenbar noch nicht mit Nothwendigkeit; 

10 " 10’ <a,6, 10’ + a,6. 10" + a,6, 10’4-a„6,10‘ 

« 4*3 

«3*4 

und nur die weitere Rechnung muss entscheiden, ob die Ver- 
besserung möglich ist oder nicht. Man subtrahirt nündich die 
Verbesserung rom letzten Dividenden; ergieht sich dann ein nega- 
tiver Rest, so folgt, dass erste nicht angebracht w-erden kann, 
dass also die erste Ziiler des Quotienten niedriger zu nehmen ist. 

Nach geschehener t'orrection wird mit dem liebst. Divisor in 
den neuen verbesserten Dividenden getheilt, also mit: 

a, 10’ a, 10* in a, 6, 10’ -f- »j 10’, (40 in 82) 

a.i, 

der Quotient ist: tjlO’fl): hiermit den Uebst. Divisor nmlti- 
plicirt, ilass Ih-oduct subtrahirt und die fidgende Zitier iles ge- 
gebenen Dividenden heruntergenommen, giebt: 

а, 6, 10’ + a, 6, 10“ , /40 ) 82 (1 \ 

«4*1 I 46 1 

«3 *3 \ 364 ' 

«1*4 

Demnach ist bis jetzt unterlassen zu subtrahiren: 
n,6, 10“ + «1 *4 "i" « 0*4 .ersten Division her) 

b, 10“(a,10’-|-a,10’ + a,10;-f-a„) = c/,f.3l0“-fo,i,10’-t-«,i3l0‘ 

-j- a„ 10’ (von der letzten). 

Hiervon werden: <i, 6^ 10“ -f- Oj 6, K)‘ jetzt berücksichtigt, so 
dass der neue v. Dividend ist: 

б, 10’ -f Oj 6, I 10“, /364 

a^b,\ 8 ( 1. 7 + 1.1 

\3ö6 

Als Bedingung, dass diese Corrcction angebracht werden 
kann, hat man: 

10> a,6. +«,*3 

oder weil und a, höchstens =9 sein können: 

«5 *1 > *4 “}■ *3 » 30 > 1 + 1. 
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In dieser Weise wir«! fortgereejinct. In «len neuen v. Divi- 
denden wird mit dem Uebst. Divisor vom neuen gethcilt, d. i. 
also mit: 

«ij lO'-f-o, 10* in a, 6, 10’ -j - «5 Ii, 10“ ; Quotient = Ii, 10’ 

<1, b, 10’ -f a, b^ 10“ 

rt, i, 10“ a, /»„ 10’ 

a,6| 

«3 K I 

a,b, 

a,b, 

Von den bis jetzt nicht subtrahirten Theilen: 

«, i>j 10’ -f- a„ 6, 10* (von der ereteir Division, her) 

Oj b, 10’ -|- (I, I«, 10* -j- a„ 6, 10’ (von der zweiten Division her) 

**3 "1“ 4" "i 10’ -}- a„ J, 10’ (von der letzten Div.) 

werden die 3 Glieder mit 10’ als Verbesserung angebracht, so 
dass der neue Dividend: 

10'-f-a,t„ 10’ 

a, b^ 

und die Bedingung, dass die (’orrection möglich ist, sein muss: 

aj>, 10 > a,6, -f-ajt, 

oder : 

Fährt man so fort, bis sich der letzte Theil des Quo- 
tienten ergeben hat, vergleicht darauf die bei den verschiedenen 
Subtractionen unberücksichtigt gebliebenen Glieder mit dem übrig 
gebliebenen Theile des gegebenen Dividenden, so wird man voll- 
kommene Uebereinstimmung wahrnehraen, also schliessen müssen, 
«lass der erhaltene Quotient absolut richtig ist. 

Für unser Beispiel gestaltet sich die weitere Rechnung 
folgendermasscn ; 

4Ö7135 ) 549439515G5 ( 117019,000 
. j4G 

89 (8 > 1, also 1 sicher) 

7 (1 .7 V.) 

82 
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364 (36 > 1 -f" Jilso <l'c /'Veite Ziffer sicher) 
8 (1.7+ 1.1 V.) 

3ö6 

322 


343 (34 > 1 + 1 + 7, iiiso 7 sicher) 
53 (7. 7 + 1.1 + 1.3) 

290 

276 


149 

57 


iilsu 6 uiisiclrer, al)er: 


(6-7 + 7. 1 + 1.3+ 1.5 iiii/iihringeii, also 6 sicher) 


92 

46 


465 (46 >l + l+ 7 + 6+ l, 1 sicher) 

39 (1. 7 + 6.1 +7.3+ 1.5) 

426 

414 

121 (12'<l+l+7+6+l+9, also 9 unsicher, aber: 
117 (9.7+1. 1+6.3+7.5 an/uhrinf'eu, also 9 sicher) 


42 (0.7 + 9.1 + 1 .3 + 6.5) 


32 (0.7 + 0.1 +9.3+ 1..5) 


45 

45 (0. 7 + 0.1 +0.3 + 9. 5) 

0 . 

0,341 34l . . . ) 12, nf? . . . (= 3.5.658 . . . 

102 


197 (19 >.3) 
3(3.1) 

194 
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194 

170 

241 (24 > 3 -f 5) 

14 (5. 1+3.3) 

227 

204 

237 (23 > 3 + r» + 0) 

33(0.1+5.3 + 3.4) 

"”204~ 

170 

341 (34 > 3 + 5 + 6 + 5) 

46 (5. 1 + 0. 3 + 5. 4 + 3.1) 

"lär 

272_ 

237 (23 <3 + 5 + 6 + 5 + 8. 8 unsicher) 
61 (8.1 + 5 . 3 + 0 . 4 + i> . 1 + 3 . 3) 

~176 

u. s. w. 


17,153)0,85240372 /= 0.04970 

68 1 097 .. . 

172 (17>4) . 0,049697 . . . 

4(4.1) 

168 

1.^ 

154 05> 4 + 9) 

29(9.1+4.5) ' . 

125 

119 _ 

66 (6<4 + 9 + 7, 7 unsicher) 

64 (7 . 1 + 9 . 5 + 4 . 3) 

23 (2 < 4 + 9 + 7 + 0, 0 unsicher) 

62 (0. 1 + 7 . 5 +.9 . 3) Verbesserung nicht anzu- 
bringen, (iaruni die Rechnung zu wiederholen) 
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läS 

102 

’ 23C -I- 9 :|. 6 ) 

(53(6.1+0.5 + 4.3) ■ ’ 

173 

153 

' 203 ( 20 <44-9 + 6 + 9) 

66(9. 1 +(>.5 + 9.3) 

1^7 . ■ . ' 

B<-i läii<;i“ren Kerliiuiiigeii einpfielilt es sich der. Kürze w.egen, 
iiii Laufe <ler Ilivisioii als üherslridiOneii Divisor iiielir Zittern 
lies Total- Di visoi's zu nehmen, ajs das ursprünglich der Fall war. 
So nahmen wir hei unserer allgemeinen .\bhandlung zunüchsl die 
beiden ersten Zittern: «,«4 als l'ebst. Divisor, um die drei ersten 
Zittern des (Quotienten: i,, und h^. zu erhalten. Ks war dann 
noch mit: . ’ ' 

UF + i/, 10* -4- n, 10“ + a, 10“ + a, IO' + «„ 

in : • 


10' + <i+„40“+a4(;„ 

jlO' + Ojb,, 

1 0“ + a j 1 0’ -f - a , i,, 1 0 + 

“i^il « 3^1 

i « 3 ^. 

a,i,' </„(.,) 


a,b. 


a.b. 






zu tl)eilen und bei der Bestimmung der neueh Dividenden zu be- 
rücksichtigen, dass: 

«„(ijlO* (von der ersten Division her) 

«, 63 lU* + 10“ (von der zweiten Division Ikt) 

10' a, t, 10“ 10’ (voie der dritten Division her) 

bis jetzt zu suhtrahiren unterlassen worden. 

Nimmt man nun die drru ersten Zittern a,, a, und o, des 
'i’otal- Divisors als Uebst. l>ivisor, also auch die drei^Glieder mit 
10“, 10' und 10* als liebst. Dividenden: 

"5 10" + , 10“ + «4 j 10 .* 

« 4^1 ' 

a,6, I 


6 
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ilaiin wird letzter dadurch zunäclist niK'h zu verbesssem sein, 
dsss mau diejenigen der nocli zu suhtraliirenden Glieder, welche 
den Factor 10* haben, berücksichtigt, also vor der Division die 
Correction : 


a„6,j 10* 
a, ' 


anbringt, wodurch man als neuen verbesserten Dividenden erhält; 
a, fc, 10“ -|- 

Mit diesem und dem l’ebst. Itivisor in der bekannWu Weise 
fortgerechnet, wird mau nun die Iblgenden Zillern des (Quotienten 
erhalten. 

Deispiel: 

o.aliSTiiüi ... ) mTiTfr... ( 3 n,Gr. 849 io(iy . . 

102 

1*J7 


a, 6 . 


10^ + a,/>„ 10* 




3 (3.1) 


1*4 

170 

241 

14 (ö.l +3.3) 

227 

204 


237 


33 (6.1 +i^. 3 +3. 4) 
0,341341341 ... ) 2041 


Jetzt 341 als l’ebst. 
Divisor genommen, ist 
zunächst der DivMlenil 
2C4durch lliuzufügung 
der folgenden Ziffer des 
Total - Dividenden zu 
vervollständigen und 
durch Anbringung iler 


41 (6.3 + ,b.4 + 3. 1) 

2000 

170Ö 


2957 

53 (5 . 3 + 6 . 4 + 5 . 1 + 3 . .3) 

2904 
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Correction; 6.3-f-5.4-|-3. 1 2904 
41 zu verhessern. 2728 

1701 

(8-3-}-r).4-|-l>-l 4-5-3-}- 3.4) 

1084 

1304 


0.341341341 ... 


3207 
90 (4 

31171 

77 


31094 

30717 

3777 

117 

3000 

3413 


34-8.44-5. 1 4-O.34-.O.4 

4-3.1) 

^ Verbosseriinf' wej;en iles 
neuen liebst. Div.: .3413 

4 . 44 - 8 . 14 - 5 . 34 - 0.4 

-|-5.1-}-3.3' 

(9.44-4. l-f- 8 . 34-5. 4 

_-|-0. 1 4-5.3-}- .3. 4) 


2471 

10.3 ( 1 . 44 - 9 . 14 - 4 . 34 - 8 . 44 - 5.1 
23687 4-6.3-}-r).'14-3.1) 

105 

23582 ■ ■ ■ 

20478 

31041 . 

144 


.30897 

30717 

180 > 34-54-64-54^84-4 
4-94-14-04-04-9, 

also 9 sicher. 


6 * 
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/ t 

Die Kettenbrüche. 


EiiiH zweit<“ Form, worauf man gemeine IJriiche zu bringen 
pHegt, ist die des Kettenbruches. Hierunter ist ein Bruch zu 
verstehen, dessen Zähler aus einer ganzen Zahl, dessen Nenner 
aus einer ganzen Zahl + einem Bruche besteht, der also die 
Form: a hat. wenn n, b, c, d, e, f . . . irgend welche 

6 + c 


d + c 


/±... 

Ganzzahlen bedeuten. In dem besonderen Falle, in welchem 
säjnmtliche Zähler gleich 1 sind und im Nenner nur die additive 
Verbindung vorkommt, hat inan es mit einem sogenaunten ge- 
meinen Kot teil bruche zu thun, der allein den Gegenstand 
unserer folgenden Untersuchungen bilden soll. 

Was zunächst die Verw.andelung eines echten und reducirteii 
Bruches in einen gemeinen Kettenbruch anbetrift't, so hat man in 
Hücksiclit auf die gestellte Aufgabe folgendes Verfahren. Soll 


der Brucji so umgeformt werden, dass der Zähler in 1 über- 
geht, di,uin wird man den Zähler durch sich selbst, also auch den 
Nenner b durch a zu dividiren haben. Dieser giebt, wegen b~^a: 
a a : a 1 


b : u 


71 + 


, wo r, < b ist. Um den zweiten Zähler 


r, in 1 zu verwandeln, muss vom neuen r, , also auch 6, durch 
r, getheilt werden, wodurch man etwa erhält: 
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‘ , _i_ 9, + 1 

^ 6:r, - 

+ f,' • 

In dieser Weise lortgefalireii, muss man, da die Reste »■,, r^... 
stets abnelimen, früher oder später zu einem Rest = 1 gelaogen, 
womit das Geschäft beendigt ist. Z. H. : 

13^13:13^1 ^1 _^l ^1_ ^1 

31 31:1.3 2+A~ , _5:.5 ~2+l ”~2H ~2+l 

' llf> 

2+^ ^ 2+^ 2+1 _ 

1 + ? i+l__ 

1 + 1 

2 

Da man bei dieser Kinrichtung eines gemeinen Kettenbrnches 
iin Voraus weiss, dass sämmtlicbe Ziilder — I sein iniissen, so 
genügt in jedem Falle die Rektiinmung der einzelnen Nenner: 
7,, ..., die, wie aus Vorstehendem folgt, durch Divisimi mit 

a in h, mit r, in n . . . sieb ergeben. Darum rechnet man z. H. 
für den vorigen Rruch ^ oder für || am kürzesten wie folgt: 


31 : 13 = 2 
5 ) 13 = 2 
3)5= 1 
2)3=1 
1)2 = 2 


61 ; 23 = 2 
15 ) 23 = i 
8) 15 = 1 
7)8 = 1 
1)7 = 7 


aus welchen erhaltenen Quotientzahlen man findet : 


H 


1 

2 + 1 
1 


il 


1 _ 
2-f 1 

T 


1 

1+1 


1 + 1 


1 ++ 
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sei allgemein: 
1 


9i + 1 

?i + ' 


Va + 1 

94 + •• -f- 1 


Vn-i + 1 


9n- 


Dann wird das erste (Jlied: — der erste; der rediieirU* 

9i 

Werth der zwei, der drei, der vier . . . ersten Glieder bez. der 
zweite, dritte, vierte ... Näherungswertli genannt, so dass, 
wenn allgemein der Zähler des «ten "Näherungswerthes mit Z„, 
sein Nenner mit An hezeiehnet wird, mau erhält: 


^3 

iV.' 

_ 1 
~ 9i 

(Z.=^l,’ N,= 



^a 


1 . 9a 

II 

= 9a 9i + 1) 

ATa 

3i 

3a3i+l 


3a 



-^3 


’’+3a 

3a 9a + 1 

9a 4^2 4- •^i 

4V, 

3i 

'('^’+37)+^ 

3a (3a3t + lH-3i 

“ 3a AT, 4- Ar, 

^4 



+ I 



2) 

3) 


4) - 


AT. 


9a?,('/3+^Jt(53 + ^) + 3. 


34 (g3 3a ~t~ G ~f~ <li 34 ^3 4~ ^1 

34 (3a 3a 3i + 3a 4- 3i) + (3a 3i + 1) 34 A^a + JV^a 


M;«i sieht also, dass die auf einander folgenden Nälierungs- 
werthe in einem gewissen Zusammenhänge stehen; der dritte ^ 

ist durch den 2ten und Iten, der vierte durch den 3ten und 2ten 
dargestellt. Um zu erkennen, oh in dei'selben Weise, wie im 
4ten und 3ten, jeder N'iiherungswerth durch die beiden ihm vor- 
hergehenden ausgedrückt werden kann, schlagen wir ähnlich wie 
pag. 23 folgenden Weg ein. 
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Angenommen, d.is Gesetz, nach weldiein sich den tjleidiuii{;en 
4 und 5 zufolge der 3te und 4te Niilieruiigswertli bilden, gelte 
nudi für dun (» — l)ten ; es sei also : 

H, - »“-■ 

dann erhält man für den folgenden Nälierungswertli durch direete 
hereebnung : 

^7n— I ^ ^ 4" -^11—3 

(vn-. + ;^J^-3+A^„-3 

Vd (y.-l ■^ n-i 4- ■^,.- 3 ) 4- -^n-a 

7n (7a-l A'„_, + 

oder mit Kücksidit auf 6; 



r>. 

’ AT„ - g„-JV„_,'4-JV,._3 • 

Hieraus geht hervor, da-ss das fraglidje (iesetz für j(ulen 
folgenden Näherungs werth existirt, wenn es fiir den vorher- 
gehenden Gültigkeit hat, dass es also für den öten gelten 
muss, weil es für den 4ten durch Itedmung nadigewiesen ist, 
dass es darum für den 6ten, 7ten Nälierungswertli, dass es 
allgemeine Gültigkeit hat. 

Nach Gleichung 8 ist es nun leidit, die Näherungswerthe 
eines gemeinen Kettenbruches zu berechnen, wenn die beiden 
ersten auf direetem Wege bestimmt sind. So findet man für die 
finiberen Beispiele : 


'0 

Ä^i 

= i 



Ar, 

= i 





1 



z. 


1 




“ 84-i ~ 

1 


cV, 

~ 2 

+ f ~ 


z. 

1. 0-1-1 
~ 1.5 4-2 

= 

f 

z, 

iv; 

1 

~ f 

.1 + 1 
.3 + 2 

— 

2 

Ä, 

1 ..3-1-2 
~ 1.7-1- .5 

= 

-1^7 

z, 

aV 

_ 1 
“ 1 

.2+1 
.5 + 3 

= 

i 

Är. 

2 . 5 -b .3 
~ 2 . 12 -b 7 

= 

ih 

Zi 

A^b 

7 

■“ 7 

..3 + 2 
.8 + 5 

=r 

U 
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Um zu erkfiiiu'ii, in welchom ■ Vprliältuinse die Näherunjis- 
werthe zum walireii Wertli des Kutteubrucbes stehen, bezeichnen 
wir in : 


9) 

* 9. +1 


qm -f- 1 


q + • • • 

den Theil, welcher mit qm begimif, d. i. f/m + I kurzweg 

mit X, so dass wegen : 7„,+i + • • • 


lOj 


^m ^tiii 

A^in . 9iir -^iii — I ^ S 


stattfiliden muss : 


. . a — I “i” ^m— z 

’ ft ^A’n.-l +&' 


Zunächst folgt, dann aus 11 : 


*(» - .fe-> " < fcj - 

worin sowiihl x w'ie die Neiiner : A’„_i unil Am-a ofl'enhar 

positive (irösseu liecfeuteii; demriacJi w iril^ jenacbdem : * 


ist. 


< ft' 


h < A' 

sein müssen, so dass also iler wa-hre Werth 


1 - des Kettenl)ruches stets zwischen zwei aufeinan- 
b 

d er fol ge mlesi ■ Xü heru iigs wer t lie II liegt. Nun giebt die 
direct« Itctraclitiing, dass der erste Xiihenmgswertli * grösser 

äi 

sein muss, weil ' p -, . - statttinde't; folglich ist 

ft ft </i+*uiei- posit. Or. 

/jj ^ tt 7j-^ (I 

^ h ■ ir 

vom geraden Hange kleiner, vom ungeraden grösser als 
der \vabre Werth des Hrucbes. 


sind allgemein alle Niiheningswerthe 
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UimI weiter. üiis 12, wemi .man bedenkt, dass ^vegen : 
A'm-i = 9n.-r , n'id wegen; a:=r9„ + 1 

* • ' — 1 ’-Aw— 3 

ar > 1 

also aucli : 

13.) X Am — ,i ^!> Am— Ä 


sein muss : 


14) 


^^ tn— \ ^ ^ ^in— 2 

~v ^ 

in 





Ks ist liiermu-li die DitVereiiy. zwischen, dem wahren VVertli 
unil dem (m — l)ten N.’Uieningswerlli des Kettenbinches kleiner 
als die zwischen dem wahren Werth und (lu — 2)ten Nälierungs- 
werth. Ist also eine (I rosse in einen gemeiimi Kettenbruch ver- 
wandelt, dann wird der Fehler, den man durch Vertauschung 
dieser (Iriisse mit einem der Niiherungswertlie iH’geht, desto 
kleiner auslallen , je höher die llangordming des gewäliJten 
Nälierungswerthes ist. 

I»ie genaue llerechnung ditikes Fehlers ist, so lange man 
nicht den wahren VVertli des Ketteiibrnchs kennt, unmöglich; 
.jedoch kann man in jedem Falle eine Zahl tinden, die grösser als 
der begangene Fehler sein muss, so dass sich mit Hülfe dieser 
Fehlergrenze absihatzen lässt, bis zu wejclmr Decimaie ein 
durch Benutzung von Näherungswerthen erhaltenes Resultat genau 
ist. Die Herstellung dieser Grenze mäcijt es nothwendig, zunächst 
eine Kigenschaft der Näherungswerthe zu constatiren, in Rücksicht 
auf welche auch 'bei läisung hianclicr I’robleme andrer Art von 
den Kettenbrüchen Gebrauch gemacht -wird. ' • 

Multii»licirt man in 8 den Zähler mit A’,,_i; 

lO) A^^ — I ö„’Zn — i A„— ( -|— -3- An—i 


den Nenner mit Z„_i: 


16) A„ -- n„ Z„_i An-i -f- A„_j 
so folgt aus 15 und 16 durch Subtrartion ; 

Z"ii A^n— t “I“ A„ ^1,-1 — “ ' ^11- 3 A„ — I — An— 3 — I 
oder : ■ 



A' 



An-l 


{ V 

I V V *' D’n— l-i'ii- 
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d. h. die -'DiffereBzen zweier auf einander folgender 
NiilierungSwertlie, multiplicirt mit dem l’rodukte 
ihrer Nenner, haben, absolut genommen, ohne Kürk- 
sicht a»if das Vorzeichen, ■ gleichen Werth. Weil nun 
aus 2 uml 3 lür die beiden ersten Näherungswertlie folgt: 


_ 1 1. ^ +1 

JV, A', fl 7i«i + i Nilfi 

(Ir ' 

so muss nach dem fk^wiesenen : 

(Ir,- Ir) A-, - + 1 - 

(Ai. _ Ai.) N N = - 1 

\iV, • AT. * : 




— 1 


X 

~ XX 


^4 

_ +! 

A', 


e» 

1 

1 


z. 

- 1 

^4 

X 

~ XX 


allgemein : 


X- 


X‘ 


X-.-X 


statttimlcn, wo das oljere /eichen für ein gerades, das untere für 
ein ungerades n gilt. , 

Von 11 ausgehend erhält man nun : 


'X 




^.u-l "t 

X-. J 




und wegen 18: 


19) 


iV„ 


+ 1 


(^ ■^ni— i “1^ — 1 


Weil aber: 


demnach auch: 


as = -j- 1 ist, also: 

gm+i 4“ • - ■ 

•» > 


X -|- N„,_2 > {g,n Xi— 1 4~ ^m—t — - 
staufinden muss, so geht 10, wenn das Vorzeichen aus eiiiein 
leicht zu erkennenden (irundc unberücksichtigt bleibt, in : 
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20 ) — 

’ b J\r„ 


< 




Über, womit die oben erwähnte Fehlergrenze gefunden ist. 

Beispiel. Bekaimtlieli ist bis auf 25 iX'cimalen genau 
IT = 3,14159 26535 89793 23846 26433. Den Deeimalbrueli durch 
Anwendung der Fourier’selien Divisions-Methode, um ein absolut 
richtiges Resultat zu erlangen, in einen Kettenbruch verwandelt, 
erhält man: 


3,141...33 = 3J_ J 

7,062513305931045769793 


= 3 + 


1 


625^3 
^ lü>' 


141 ...33 


1 


7 + 


= 3 + 


1 

- 10 ”^ 

62 ...3 

= 3 + - 


:3-f- 


1 


7_j_i 

15,99659440668572 


7-f-- 


15 -f 


1 

iö'^“ 

91)65944066K5V2 


7 + 


It) -|- 


1 + 


34|723101_ 

lo“" 


= 3-f 


7 + 


15 -f 


7 + 


1 + 


15-1- 


292 -f 


1 

10^ 

6345 


1 + 


292- 


1+- 


1 +' 


1+. 


und als Nälierungswerthc : 

BVA, BsVV't'r, 

Nimmt man demnach an , dass sich die l’eripherie eines 
Kreises zu seinem Durchmesser verhalte: 
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„ 333:106, „ 

„ av.:113, „ 

„ 10:}!*33:3310->, „ 
„ 104.'»4H:33-Jir(, „ 
„ a06.341;66317, „ 


-'i 


22:7, s« bfgeht man einen Kehler<i^ ^ =0,00134770Hi<^ 

" " ” <(l06W 

" ” " “^(l 13.33102 =<^.*^lÖ00026<3^ 

” ” " '^( 331 ( 67 :^ 15 ""^’'^^’^’™’^') 


< 


( 6.1317 


Nafliilem wir nnt-h d.-triiuf aul'mcrkiciiii gemacht haben, dass 
zufolge der Gleichung 18: « 




A'., 


A’ 7a~ 


^n— J A|, A|,._| An • — ^ 1 


/ähler und Xenuer eines Näheruiigswerthes stets relativ prim zu 
einander sein müssen, weil, hätten etwa Z„_i und iV„_ 1 oder 
Z„ und iV„ ausser der Kinlieit eine« gemeinsamen Factor, dann 
auch die rechte Seite letzter Gleichung: +1 durch denselben 
theilhar sein müsste, was unmöglich ist, zeigen wir schliesslich 
noch, wie das ili ilerselhen Gleichung liegende Gesetz auf die 
liüsnitg eines schon frühe!' gestellten Problems angeweudet werden 
kann. 

Hei .Angelegenheit der gemischt periodischen J)e<'imalbrüche 
(pag. t)4), bewiesen wir bereits, dass es stets ein ganzes x, geben 
muss,- welches der Congriienz : 

»«*, i=- 1 (iikmI. n). , 

also auch ein ganzes x — ax, , welches der (’ongrnenz: 

III (aXj) a (mod. n), 

und (hirnm auch ein ganzes x und y, welches der Gleichung : 

>nx -}- ny = a 

Genüge leistet, falls vi und n relativ prim zu einander sind *). 


*) llahoii in einer ursprünglich gegebenen Gleichung: 11 x b y = r. 
die drei Coefrteienten n, h, c idnen gemeijisanicn Factor ausser der Fänlieit, 
dann muss dieser zuuachst wegdividirt werden. Entsteht dann: n,.T-f b,y = c, 
lind sind min o, und /), nicht relativ prim, dann lässt sich auch leicht ohne 
Rücksicht auf die früheren Itemerküngen (pag. 6.5) erkennen, dass unter diesen 
lfmständeu keine ganzen Lösungen für x und y cxistircu. Denn ist der ge- 
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Damals reichte der Beweis für die Existenz einer Lösung 
hin, jetzt sind wir in der Lage, die Hegeln zur Berechnung des 
X und y folgenderniaassen aufzustellen. 

Wird ”* oder , je nachdem m 'S n ist, in einen ge- 
n m . > 

meinen Kettenhruch verwandelt, dessen Nälierungswerthe : 

a, a, ^k—i 

f>i ’ 1 

sein mögen, daun ist nach 18: 

«k-i _ j^«) ^ 1 

ftk_i « ■ *k,-i» 

wo -J“ fi*r ein gerades, — für, ein ungerades t gilt. Hieraus 
folgt: 

n • «k-i — VI tk-i “ + L 
und, wenn wir k als getade **) voraussetzen : 

21) j»(— />k-i)— 1 — — u»k-i 

d. h. 

22) m( — ^'k-i) ~ 1 (motl. 7»); 

dieses mit der zu lösenden C’ongrncnz: m (x,) = 1 (mod. 71) ver- 
glichen giebt: 

X, = — 6k_i, .• 

also für m(ax^) ^ a(mod. n) 

ax, = 7iÄk_i 

so dass die allgemeine Lösung der Congruenz : ih x s o (uiod. 77 ) 

23) X » I — 71 //k — 1 (vergl. pag, 64) 

sein muss, wenn t irgend eine positive oder negative (ianzzahl 
hiHleutet. Weiter hat man dann für die zweite Lnhekannte y 
der zu lösenden (ileiclning 77ix-J-77^ — a: 

uifinsame Kactor vou u, uml b, = 0 , daun sind = < 1 , und: ' = b, 

... .0 0 

(ianzzabli‘17, dagegen ^in Urueli : fulglieti kann es nicUt gleichzeitig ein 
0 

ganzes x und ganzes y geben, für welche: , 

d, .r -f- b,/? = 

ist. 

*) Wir nehmen m <Z n an. 

•*) Kür eiti ungerades i lässt sich die Rechnung in ganz ähnlicher Weise 
durchführen. 
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_ a _ o — ”■(" <- ^ , «(1 + 

^ n H m I 

oder mit llücksidit tiuf 21 : 

>i\ 1 “-"«k-i 

24) y = — mt = a. Ok^i — m t. 

ln den meisten Fällen sucht m:in die Lösungen der Gleichung, 
ohne zuvor sich mit der Congnieuz beschäftigt zu haben; als- 
dann wird man, d(*m Vorhergehenden gemäss, am kürzesten fol- 
genderimmssen rechnen. 

Ist etwa: 

13*— 23.y = +3 

gegeben, so wird ^4 >•' einen Kcttenbruch verwandelt, für dessen 
Näherungswerthe man lindet : 

i' h T' . 

Demnach ist : 
oder : 

4 . 23 - 7 . 13 = -}- 1 
3^ 4 . 23 — 3 . 7 . 13 =~+ 3~ 

13 (- 21) — 23 (-^12) = + 3 
IsTidV— 13 . 23/-fl3 (—21) — ~23 = 3 

Ts (2Tt — 2T)~^3 (13 t — 12) = 3, 
so dass nian erhält : 

* — 23t - 21 
y = 13 t — 12,- 

woraus nun durch fänsetzung irgend welclter Gairzzahlen statt't 
Iwliebig viele l'iuire von Lösungen abgeleitet werden können. 
Zweites Beispiel : 51 * -f- 37y = — 2. 

Die Näherungswertlie des Kettenbruches für sind: 

ii I' i' 4^' tV' rf- 
Hieraus findet man: 

A-H = +rrTr 
8.51 — 11 .37 = -fl 
-2.8. 51 -f 2 . 1 1 . 37 = - 2 
51 . 37 1 - 51 . 37 1 -f 51 (— 16) -fT^ = — 2 ~ 
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oder ; • ‘ 

51 (37< lÜJ -f- S7 (22 — 51 0 = -2 
- , X = 37< — IG 
y'= 22 — 51 i. 

Kommen in einer solchen ans einem naheliegenden (irunile 
sogenannten nnlte stimmten Gleichung mehr als 2 Unhe- 
kanntc Vor, ist dieselbe etwa von der Komi: 

• ax-\-hy-\-cz — d, 

dann bestimmt man sämmtliche Ganzzahlen, die bez. statt x. y und r 
eingesetzt, der Gleichung genügen, am einfachsten dadurch, dass 
statt einer der drei Unla'kannten , z. li. statt x <ler Keihe nach: 
ü, 1, 2, 3 ... eingesetzt wird, um nun durch Auflösung <ler 
Gleichungen : 

by ~\- c z — d, by cz — d — a, by -|-C2 = f/ — 2a... 

diejenigen Werthe von y und z zu erhalten, die bez. zu 
X = 0, 1, 2, 3 . gehören. 

Beispiel; Um den Bruch in drei Theilbrü<'he zu zer- 
legen, setze man: 

31 31 40t-|-24.v-1- 1.'*^ 

Tztr ~ 3^578 “ ¥ T *' 8“ ^ i'i) 

d. i. 

.31 = 4Ux -(- 24^ -}- 15z. 

Hieraus folgt für: x = 0 : 24y -|- 15z = 31, also eine unbe- 
stimmte Gleichung, die keine ganzen Auflösungen haben 
kann, weil 24 unil 1.5, nicht aljcr 31 durch 3 theilhar sind. 

Kür x=l erhält man: 2\y-\-\bz = — 9 oder; 8»/-}-5i;= — 3, 
deren Lösungen nach (d)igem sind: 

y ■= bt — G 
z = 9 — 8 <. 

Kür x=2 und x = 3 tritt wieder der erste Fall ein, da- 
gegen folgt fürx = 4: 24^-j-15z = — 129 oder; 8^-j“öz = — 43, 
woraus man : 

• y = bt — 8G 

z = 129 — 8t. 

erhält u. s. w. 
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Man hat demna<-h folgende Systeme von Lösungen: 


a: = 1 

1 

1 


X = 4 

t 4; 

4 ! 

1 

! ■ 4 


.4... 

,/ = _ 0 

— 1 

1 

4 


y = — HO 

— 81 ' 

^-73 

r 

L -68 


4.., 

2 = y 

1 

— 7 


z.-= 12t) 

121 

I 113 

118 




Allgemein erhalt man aus; 


31 — 40ar oder: 8_y -j- 5z ^ , ' 

wenn a; zunächst so bestimmt ist, dass 31 — 40ar durch 3 ge- 
theilt werden kann : ^ , , 


o 3t — Atix 


8< — 3 


so dass sich ergieht : 


- , 31 — 40J- 31 _ lOl- 

_:tl X I ‘3 ^ ' a " 

“ 3 T 5‘ ■ 8 • • 

und hieraus für den kleitisten Wertli von x, d. i. für x ^ 1 : 

• ■ VA f i - i-i + l- 
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ZWEITER THEIL 

Die Wurzel wert he. 
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I. 

Allgemeine Gresetze. 

Gemäss der in unserer Einleitung gegebenen Disposition 
(s. pag. 6) beschäftigen wir uns in diesem zweiten Tlieil zunächst 
mit der P'rage, wie aus" gegelienem Werth einer Potenz und aus 
gegebenem Exponenten die unbekannte Hasis zu finden ist, haben 
also diejenigen Gesetze aufzustcllen, nach welchen, falls die 
Gleichung: a** = c stattfiudet, aus bekanntem b und c das unbe- 
kannte a folgt. 

Offenbar wird es hierbei darauf ankommen, c in 6 gleiche 
Factoren zu zerlegen; dieser Factor, der h mal mit sich selbst 
multiplicirt, a giebt, ist das Gesuchte. Den Inbegriff’ der Opera- 
tionen, die zu dieser Zerlegung nöthig sind, nennt man: Wurzel- 
ziehen, Radiciren oder Depotenziren, sagt in diesem 
besondern Falle, es soll aus c die fcte Wurzel gezogen, oder es 
soll c mit b radicirt oder depotenzirt werden und schreibt, falls 
diese ‘Wurzel gleich a ist, d. h. falls die Gleichung: 

1) a'’ = c 

stattfiudet ; 

2) _ a. 

Die Gleichungen 1 und 2 haben demnach den nämlichen 
Inhalt; die eine kann nicht ohne die andere behauptet werden; 
die zweite ist eine unmittelbare (’onsequenz der ersten und 
umgekehrt. Darum werden sich in Rücksicht auf die pag. 4 — 6 
bewiesenen Gesetze für die Rechnung mit Potenzen die folgenden 
Gesetze für die Rechnung mit sogenannten Wurzelgrössen ohne 
Schwierigkeit aufstellen lassen. 

Zunächst folgt aus I und 2 durch Elimination des a oder c: 

3) {\/cf = c, |/(a^J = a, 

7* 
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also auch: 

4) l/'Cc») = c, 

so dass der Werth einer Grösse (c) unverändert bleibt, 
wenn sie mit einer zweiten erst depotenzirt (3) und 
darauf potenzirt wird und umgekelirt (4). 

Um zu erkennen, ob das aus 3 und 4 folgende Gesetz: 

5) i\/cy> = 1>(C») 

auch für verschiedene Potenz- und Wurzel - Exponenten seine 

D n 

Gültigkeit behält, vertauschen wir in: \/a'“ nach 3:a mit (|,''a)“, 
dann ergiebt sich: 

D DD 

!/(«“) = = VeVa)- = y(0>'a)“)”, 

also mit Rücksiclit auf 4: 


(1) 

Es ist demnach gleich, in welcher Reihenfolge 
eine Grösse a mit« zw ei anderen n» und n potenzirt 
und radicirt wird. Soll dagegen a erst mit m und darauf 
mit n depotenzirt, soll etwa der Werth des Ausdruckes: 



berechnet werden , 


daun vertausclie man, 


um das Gesetz 


zu erhalten, nach welchem diese Rechnung sich in einfadister 

ho\. 

Weise bewerkstelligen lässt, zunächst a mit: es ergiebt 

sich dann : 


n n D u 



‘f/ niD_ iun_ 

== K(K«)“=ta. 

Eine Anwendung von wichtigen Consequenzeu lässt sich von 

n 

7 machen, wenn der .Vusdruck mit einer beliebigen posi- 

tiven Ganzzahl z potenzirt und radicirt wird ; man erhält dann 
zunächst: 


Z Z 
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und wenn jetzt: 



also : 

nz =r n, , 

mz = m^ 

gesetzt wird : 

^>1 

« = 

m. 

7/1 =r — *- 

z 


9) = ],/«'”■'' • 

Nach 8 und 9 h leibt demnach der Werth eines 
W' u r z e 1 a u 8 d r II c k e s u ii v e r ii ii d e r t , wenn Wurzel- und 
Potenz - Kxponent mit derselben Zahl mii It i plicirt 
oder dividirt werden. Der etwaige Divisor wird jedocli nicht, 
wie der etwaige Factor eine beliebige Ganzzahl sein können, 
sondern oHeubar stets so gewählt werden müssen, dass in 9) n, :z 
und m, :z ganze Zahlen sind. Setzt man demnach: n, =z, wo- 
durch 9 in; 

1 n, _ 

10 ) ] =, - y„m, 

Übergeht, so wird die Voraussetzung zu machen sein, dass m, 
ein Mnltiplura von n, ist. Ob diese Voraussetzung erfüllt wird, 
lässt sich in allen Fällen, in welchen W'urzel- und Potenz-Expo- 
nent bestimmte Zahlen sind, leicht erkennen; nicht aber daun, 
wenn jene beiden Grössen nur in allgemeinen Zahlzeichen ge- 
geben sind. Es kann unter diesen L’mstanden möglich sein, dass 
für bestimmte Werthe dieser allgemeinen Zahlzeichen der W'urzel- 
Exponent ein Factor des l’otenz-ExjMinenten ist, also das in 10 
enthaltwie Gesetz angewendet werden darf; es kann aber auch 
der entgegengesetzte Fall eintreten; z. D. für; 



wird für « = 2, 3 und 8 der Potenz- Exponent lOn durch den 
Wrurzel-Exponenten a-|-2 theilbar sein, dagegen nicht für n=l, 
4, 5, 6, 7, 9; so dass, wird nicht noch Etwas besonderes hinzn- 
gefügt, die Gleichung: 

lOn 

nur für n = 2, 3, 8, überhaupt für alle n, für welche eine 

Ganzzahl ist, Gültigkeit hat. 

Hierdurch kommt man aber in eine missliche Lage; denn 
ganz abgesehen davon, dass die Pestimmnng derjenigen Zahlen- 
werthe, etwa des n im obigen Beispiel, für welche der W'urzel- 
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F.xponent ein Factor des Potenz-Flxponenten ist, wenn auch nicht 
schwieri;», docli einigerniassen zeitraubend sein wird, lässt sich 
doch der Fall denken, dass in der niiinlichen rntersuchung zu- 
erst für einen Werth von n zu handeln war, für welchen nach 
10 der Wurzelausdriick in eine Potenz verwandelt werden kann, 
während es vielleicht später auf einen Werth des n ankoinnit, 
der nicht den Potenz- Kxponenten zu einem Multipliini <les Wurzel- 
F.xponenten macht. Fm solchen Uebelständen aus dem Wege zu 
gehen, hat man ein für allemal die Schreibart; 

P. q - 
11) a'' — V-aP 

für jedes lieliebige uad q angenommen, so dass jetzt im vorigen 
Ileispiel unbedingt : 

n+» _ '“JL 

j/a'““ = ft“ + ^ 

für jedes n gesetzt werden kann, um mit der rechten statt mit 
der linken Seite dieser Gleichung fortzurechnen; soll daun der 
Werth der Potenz für ein «, für welches 10» nicht durch » -f- 2 
theilbar ist, z. t>. für » = 5 bestimmt werden, dann weiss man, 

SO T 

dass: o" nun an die Stelle von ]/a“’ gesetzt worden ist, also 
dadurch zu berechnen ist, dass man die 50te Potenz von a nach 
den folgenden Hegeln in 7 gleiche Factoren zerlegt, d. i. aus ihr 
die 7te Wurzel zieht. 

Wird man aber unter irgend welchen rmständen zur Kin- 
führung einer neuen Schreibart veraidasst, dann muss die letzte 
so gewählt werden , dass sie zu keinem unrichtigen Resultate 
Veranlassung geben kann. Wir haben demnach im vorliegenden 
Falle noch zu zeigen, dass die ol)ige Darstellung eines Wurzel- 
ausdnicks durch eine Potenz mit gebrochenem Exponenten zu 
keinen falschen Schlüssen führt, falls mit letzter so gerechnet 
wird, als wenn der Exponent eine positive Ganzzahl 
wäre. (\'ergl. auch die Remerkungen auf pag. 5, die Einführung 
der negativen Exponenten betreffend.) 

Gehen wir zu dem Zweck die verschiedenen Potenz - Gesetze 
durch. 

n n 

Setzt man: ya — x und \/h = y, dann muss auch; 

af — a und; y" = b stattfinden, und weil nach 11 pag. 6: 

x" .y” = (xy)" = ab. 
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also auch : 

n 

xy = Y' iib 

sein muss, so hat man : 


12) \/n . \/b — \/iib. 

r>asselhe ergiebt sich, wenn von der neuen Schreibart Ge- 
brauch gemacht wird, folgenderraaassen : 

II n ^ -L L -L n _ 

\/<t . \ b — a" . b“ = {nb) " — ah. 

Für den Quotienten erhält man dui’ch ganz analoge Schlüsse ; 


V -t/a 

13) ^^a:|/6=yv 

n 

Für ] a . y a findet man : 

n m n ni 

14) ], a. \ a r-r Y (Vnr’' -Y 


— I«'" 


ya" 


oder : 


\/a . Y a = 


ntn 


_i_ 


j/ rt' 

— + — 
n ’ m 


in n 


m -f- n 


= V 


/ f n 


und eben so leicht: 

m _ n . m n 

15) \a:\a — ) a™“”. 

Für die Potenz und Wurzel erhält man: 


( -!-Y‘ 

in 

V« " / 

~ a " 


r 

I' a = 1 

\a" } 


(a“*) " = l/a'" , 


also die bereits (6 und 7) bewiesenen Formeln. 
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Die zweite Wurzel. 

2 , 

]' A oder, wie man in diesem f’alle kurzweg solireibt ; 

bereclinen, lieisst die Grösse bestimmen, welche mit sieb 
selbst mnltiplicirt oder znr zweiten Potenz erlioben A giebt, so 

dass: = 2, J/'KX) — 10, \ — a’, |/^, = ^n.s.w. 

sein muss. Ist die mit 2 zu depoteiizirende Grösse A nicht 
von so eiiifaclier Hescliiiftenbeit, dass sich ihre zw'eite, oder, wie 
man auch zn sagen pflegt, ihre Quadrat- Wurzel ohne weiteres 
bestimmen lässt, dann verllihrt man folgendermaassen. Man 
nimmt die Wurzel zunächst als zweitheilig, etwa als: a-\-h an, 
dann muss : A = {a hf ~ 2 ab b' sein ; und be- 

rechnet nun den ersten Kestandtheil a dadurch , dass man die 
grösste Zahl sucht, welche qiiadrirt in A enthalten ist. Ist diese 
gefunden uml a’ von A subtraliirt , so muss der Rest von der 
Form: 2a6-(-6’ sein; wird also in ihn mit 2a hineindividirt, 
so ist der Quotient der gesuchte zweite Theil. Wird jetzt von; 
i4 --- a’ noch: 2 ab subtraliirt, so muss sich ein positiver Rest 
ergeben, weil in ihm noch 6’ enthalten ist; sollte dennoch ein 
Rest gleich Null oder gar ein negativer Rest entstehen, so geht 
daraus hervor, dass der letzte Quotient, d. i. der zweite Theil, 
zu gross genommen ist. Es muss darum die Rechnung mit einem 
kleineren Quotienten wiederholt werden, bis sich für: A — a’ — 2a6 
ein Werth ergiebt, der > ist. Tritt erstcrer Fall ein, dann 
ist die Summe der beiden für a und b erhaltenen Werthe die 
gesuchte Wurzel; ist dagegen; A — a’ — 2a6 > ft’, dann 
rechnet man, nachdem noch ft’ subtraliirt, nachdem also von 
A\ (a 4- ft)’ abgezogen ist, folgendermaassen weiter. Man setzt 
die totale Wurzel als von der Form; a, ft, voraus, wo dann 
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a, bereits mit a b bestimmt ist ; dividirt in : A — aj 

= A — (a -f- 6)’ mit 2«,, so kt der Quotient, weil: A — oj von 
der Form: 2 a, 6, -}- ft? sfi“ muss, ft,; und subtrahirt jetzt 
noch von: A — a? der Reilie nucli 2a, ft, und b|. Ist der 
schliesslk'he Rest gleich Null, so ist die gesuchte Wurzel: 
a -f- ft + ft, : im entgegengesetzten Fall ist die Rechnung nach 
densell)en Prinzipien fortzuführen , bis endlich jenes Ereigniss 
eintritt. 

fDiü ^öftste ia 
unibu]tcDe Qusdrat- 
WiirteiJ 

l2a:.r+~9</’ = Ü -f ^ 

2a — 4x) 12 9i/* 

12xff = 2 ab 

9//’ ft’ 

7h 

Die Wurzel ist also = 2ar-(-3,y. 

|/25m’ -}■ 30'"« -f- 9n’ -}- 20 /h/ 4" 

25»»’ = a’ 

2a = 10»»i) 30»n/i i 9«’ 20»»i< -)- 4/’ -|- 12»i< 

30 mn — 2ab 

9f.’ 4T20»'7-f^/’”-P727< 

9»»’ = ft’ 

2a, = 10»i -f- 0») 20mt -)- 4<’ -(- 12 »< 

20 mt -f' 1 2 »it 

4t’ 

4t’ ^ ftj 

7 ). 


— .5 ni -)- 3 »» -j- 2 1 

n ft 


<», ft. 


= 2a, 6, 


V4x^' + 
4x’ 
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+ + 4-' 


+ 4- +' q +1 + 

I (i (C ■ ji || J JJ; 


+ 4- 4-i + 


' 9 o 


(>& tc ('S II iC 

l* Ml M M 
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Ist A eine Zahl dos dekadischen Systems, dann sind dem 
Vürherfiehenden noch folgende llemorkiingen hinziizuftigen. 

Nach pag. 39 stellt; 

(/„ 10" -j- "u-i 10"-' 4" "i -}" «ü 

jede (h - j- 1) ziffrige Zahl im System der Basis 10 dar, falls a„ 
zwischen 1 und 9, a„_i ... a, , nt, zwischen 0 und 9 liegen 
(die (rrenzen mit eingeschlossen). Wir bezeichnen darum jene 
Summe kurzweg mit Zn 4 -i> so dass stets; 

1) 10" ^ Z„+, < 10"+', 
folglich auch ; 

2) 10"P < (Z„^_i)P < 10"c+p 

stattfinden, demmuh die ptc Potenz jeder (;t -f- 1) stelligen Zahl 
kleiner als die kleinste («;> -(“ P 4" l)zifiVigc Zahl (10 "p+p) und 
gleich oder grösser als die kleinste («p -j" 1) zifi'rige Zahl (10"'’) 
sein muss, dieselbe also; 

«p-j-1, n/i -j- 2, «/)-|-3... oder "/'4"P 

stellig ist. Die.ses stellen wir durch die Formel; 

3) Zn4-i = Znp.|*i, np f-* "PfP 

dar, aus welcher für ilen besonileren Fall des Quadrats, d. i. für 
/> = 2, folgt ; 

4) Zn+I — Zjn+l, ün+2 

und wenn der Reihe nacli » =rr 0, 1, 2. 3, 4 ... gesetzt wird; 


z? 


also auch ; 

1 X.3 

Z. 

Z’ 

“ ^3,4 ' 


n 

l/"-^3.4 

= ^3 


= 

V 

n 



ZJ 

= 

V 

n 


= Z, U. 8. W, 


Es muss also die Quadrat- Wurzel einer 1- oder 2stelligen 
Zahl 1 stellig, einer 3- oder 4 stelligen Zahl 2 stellig, einer 5- 
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(Hier Gstelligen Zalil Sstellig ii. s. w. sein, so dass sich durch 
einfache Abzählung der Stellen der mit 2 zu depotenzirenden 
Zahl die Anzahl der Ziffern der zu herechnenden Wurzel er- 
mitteln lässt. So erhält man sfdbrt, dass ] 4006 eine zwei- 
stellige, ^''.^28320 eine drei-stellige, 181225444 eine funf-stel- 
lige Zahl sein muss. Am zweckmässigsten handelt man offenbar, 
wenn man gleich hei der Abzählung der Ziffern dieselben von 
rechts nach links gehend in t'olumnen von je zwei Ziffern ein- 
theilt ; dann muss die .\nzahl dieser Gruppen gleich der Anzahl 
der Stellen der Wurzel sein. Denn erhält man allgemein n -|- 1 
Gruppen, dann muss die eingetheilte Zahl (27»-|-l)- oder (2»i-j-2)- 
stellig sein, je nachdem die auf der äussersten Linken stehende 
Columne 1- oder 2-ziflrig ist; folglich muss nach 4 die Stellen- 
Anzahl der Wurzeln gleich 1, d. i. gleich der Columnen- 

Anzahl sein. Nachdem letztere bestimmt sind, man also bereits 
weiss, dass: 


J, 409f5 = « 10 -f- 3. ^"32,'83,29 ^ a, 10’ -f ß, 10 -f f,, 

|/Ii8l]22i54;44 = a, 10' -f ß, 10’ -/j 10’ + 5, 10 -f e, 

sein muss, berechnet man die Ziffern ot, ß; a,, ß,, Yi ’ 

ttj, ßj, Y,, Sj, Sj .in Rücksicht auf die schon oben mitgetheilten 
Prinzipien folgendernuiasson. 

a, a, und a, müssen so gewählt werden, dass: (a.lO)’ = a’.lOO, 
(a,.10’)’ = aj. 10000, (ot,.10*)’ = aJ.lüOOOOOOO die grössten bez. 
in: 4096, 328329, 181225444 enthaltenen Quadratzahlen sind. 
Denkt man sich zu diesem Zwecke die Zahlen: (a.lO)’, (a,.10’)’, 
(a, . 10')’ von rechts nach links unter jene gegebenen Zahlen 
geschrieben, so sieht man, dass die in ersten vorkommenden 
Nullen, deren .\nzahl bez. 2, 4 und 8 ist, sämmtliche Ziffern der 
zu depotenzirenden Zahlen absorbiren mit Ausnahme derjenigen, 
welche die auf der äus-sersten Linken stehende Columne bilden; 
unter diese letzten Ziffern würde : a’, aj oder aj zu setzen sein. 
Bestimmt man demnach: a, a,, o, so, dass: <x\ und aj die 

grössten bez. in: 40 , 32 und 1 enthaltenen Quadratzahlen 
werden, dann ist der erste Theil der Wurzel, nämlich die Ziffer 
der höchsten Ihingordnung , gefunden. Man wird offenbar ; 
a = 6, a, — 5, a, = 1 nehmen, so dass sich ergiebt: 
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J/4Ö96 == a 10 + ß ; J,''32,83,29 = a, 10’ + ß, 10 + y, ; 

36 = a’ 6 25 = a’ 5 

496 ’7)83|29 

|/T|8'1|22;54'44 ^ a, 10* + ß, 10’ + y, 10’ -(- S, 10 + s,. 

1 =a’ 1 

81122,54;44 

Uni den zweiten Tiieil ß, ß, 10, ß, 10’ zu erlmiten, ist in 
die verschiedenen Reste bez. mit 2.al0, 2a, 10’, 2a, 10' hinein zu 
dividiren. Einmal wegen der Nullen um Ende der Divisoren, 
ein undernial wegen der Nullen wenigstens der beiden letzten 
der zu suchenden Quotienten: ß, 10, ß, 10’, wird man für das 
erste Beispiel, wo der Divisor: 2a. 10, der Quotient ß ist, die 
letzte Ziffer (6) des Dividenden: 496; für das zweite Beispiel, 
wo der Divisor: 2a, 10’, iler Quotient: ß, 10', die drei letzten 
Ziffern (329) des Dividenden : 78329, endlieh für das dritte Bei- 
spiel, wo der Divisor: 2 a, 10*, <ler Quotient: ßj 10’ ist, die 
letzten 7 Ziffern (122.5444) des Dividenden : 8122:5444 unberück- 
sichtigt lassen können, um durch Division mit: 2a in 49, mit: 
2a, in 78, mit 2a, in 8 bez. ß, ß, und ß, zu erhalten. Dieses 
giebt : 


V/40:*J6 = a 10 -f- ß ; l/32j83,29 - a, 10’ -f- ß, 10 + 5, ; 
36 = a’ 6 4 25 = a’ 5 7 


12) 4 96 

4 8 = 2 ab 

16 


10 ) 7,83i29 

70=ir2a6 

83 |^ 


y \ 81;22'r)4,44 == a, 10* -f- ß, 10’ -j- Y, 10’ -f- 8, 10 + s,. 

1 = a’ 1 3 

2) 8lj22i54|44 
6 = 2a6 

^ 21|22i54144 

Bekanntlich ist jetzt 8’ zu subtrahiren. Das ist im ersten 
Beispiel: ß’, im zweiten: (ß, . 10)’ = ßJ.lOO, im dritten: 

(ßJ . 10’)’ = ßJ . 1000000. Die beiden letzten Zahlen von rechts 
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nach links unter die zugehörif'en Reste: 8320 und 21225444 
geschrieben, sieht man, dass wegen der zwei Nullen in ; ß’ . K.KJ 
und der sechs Nullen in: ß’ . lOOCMXK) nur das Quadrat bez. 
von ß, und ß, unter die beiden ersten Ziffern: 83 und 21 von 
rechts nach links zu setzen ist, um als neue Uividendeu zu 
erhalten : 


V'40;96 

= et lO+ß; 

l/32;83i29 

36 

6 4 

25| 


12 ) 49 

= 64. 

10) 718" 


48 


7|0 


16 


83 


16 



0 


34 29 


a, 10 ’ + ß, 10 -fY.; 
5 7 


Vl:8i 

;22'54 

1 ! 

2 ) 8 
6 


1 

121 

9 


1 

1 

12 ,22; 

54, 


44 = 


44 


a, 10‘ + ß, 10’ + 7 , 10’ + S, 10 + e,. 
1 3 


Die erste Aufgtibc ist gelöst; für die zweite und dritte ist 
jetzt mit: 2 (ot, 10 ’ + ß, 10 ) und 2 (a, 10 * -}- ßj 10 ’) >■> ‘ 1 **^ übrig 
gebliebenen Reste: 3429 und 12225444 zu dividiren, um die 
dritten Theile der zu sueheuden Wurzeln zu erhalten. Der erste 
Divisor lässt sich auf die Form: 2 (a, 10 + ß,) 10 bringen, ist 
also eine Zahl, die mit einer Null endigt; der zweite auf die 
Form : 2 (oj 10 -j- ß,) 10’, endigt also mit 3 Nullen. Redenkt 
man, dass im ersten Fall der Quotient — - 7 , , d. i. eine gewisse 
Anzahl von Kinheiteu, im zweiten Fall = 7 , 10’, d. i. eine gewisse 
•Anzahl von Humlerten sein muss, so erkennt man, dass im ersten 
Fall die Division mit; 2(ajl0-|-ßj) 342, im zweiten mit: 

2(o[, lO + ßj)’ Ol 122 den Werth von 7 , bez. geben muss. 
Nach der IJerechnung dieser dritten Ziffer wird ihr Quadrat 
subtrahirt und in obiger Weise fcH’tgerechnet, bis man zu einem 
Reste gleich Null gekommen ist. Also, wie folgt : 
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25 


10) 78 

_7|0i 

18 a 

ji. 

2.57= 114) 842 
_34'2 j 
9| 
9 


a,.10’ + ß,.10 + T,; 
5 7 3 

573 


Vl]81j22'54,44j = 

— 

2) 18 
6 


2 . 13 = 26 ) 12j2 


104 


1 

82; 

1 

lej 

2 . 134 = 268 )~i 

665 

1 

60|8 


574! 

| 36 ! 

2 . 1346 = 2692 ) 5'38 
5*38 


4 

— 1 

: 


I ß,.10’+T,-10’ + o,.10f 

1 3 4 6 

13462 


Man zieht es der Kürze halber wolil vor, 2ah unil IP gleich- 
zeitig zu subtrahireii; alsdann wird, wie aus Vorstehendem er- 
hellt, folgenderniassen gerechnet werden müssen:' 
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]/6;45|75,3513l‘24,57|61 = 2541 1Ü81 
4 


1 245 

120 =5. 

225 = 

i 25 = 5» 


2.25 = 50) 2075 ^200 =50.5 

^016 = I 10 = 4» 

508) 5935 1508 =508.1 

5081 = I 1 = 1 » _ 

5082 ) 8543 1 ,5082 = 5082 . 1 

50821_ = ) ^ = 1» 

00822 ) 3461024 ~ 

30^356 

508232 ) 41166857 
40658624 

5082336) 50823361 
508J33^61_ 

Ks war ofi'eiibar der Hauptzweck unserer letzten Durcli- 
lüliruuf', zu zeigen, dass einmal nur immer ein gewisser 
Tlieil der zu depotcnzirenden Zahl zu benutzen ist, um 
die versebiedenen Zittern der Wurzel zu erhalten, dass ein ander 
Mal mit den letzten ohne Hüeksicbt auf ihre Rangordnung 
in der Wurzel, sondern nur in Rücksiclit auf die Reihenfolge, 
in der sie sicli ergeben und der dadurch bedingten Rangord- 
nung zu rechnen ist. Wir biitten dieses atich ganz allgemein, 
ohne uns auf bestimmte Zahlen zu lieziehen, etwa folgender- 
inassen beweisen können. 

Die gegebene Zahl A sei (2n-)-r) oder (2«-|-2) stellig, also 
die Wurzel (»i -|- 1) stellig; die erste in Columnen von je zwei 
Ziffern getheilt, giebt also n -|- 1 Gruppen und zwar, von rechts 
nacli links gerechnet, die w ersten Gruppen von je zwei, die 
letzte f«-(-l)te, von einer oder von zwei Ziffern. Die Wurzel 
enthält als höchste Potenz von 10 die nte. Um den Coefficienten 
dieser Potenz , d. i. um die Ziffer der höchsten Rangordnung zu 
finden, hat man die grösste Quadratzahl von der Form (a.lO“)» 
(<i zwischen 1 und 9 gelegen) zu suclirti, welche in A enthalten 
ist. Diese Quadratzahl unter die gegebene von rechts nach links 
gesetzt, erkennt man, dass <lie 2n Nullen der ersten, die 2« 
ersten Zitferu der letzten absorbircn, also das Quadrat von a 
unter den Ziffern der (n -j- l)ten Columne in A erscheinen wird. 
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«X ist demnach so zu bestimmen, dass a’ die höchste in der letzten 
Cülumne enthaltene ‘ Quadratzahl wird. Jetzt ist mit äalO“ in: 
A — zu dividiren, um den zweiten Bestamltheil; ß zu 
erhalten; der Divisor hat am Ende », der Quotient (n — 1) Nullen, 
beide zusamraeugenommeii demnach 2/1 — 1. Diese werden, falls 
man mit dem vollständigen Divisor und Dividend gerechnet, die 
2« — 1 ersten Ziffern des letzten absorbiren, man braucht also 
nur, nachdem A — a’ gebildet ist, zum Rest die nächstfolgende; 
2»te Ziffer der gegebenen Zahl hinzuzufugeu, um durch Divi- 
sion mit 2 a in den so vervollständigten Rest die zweite Ziffer 
ß zu erhalten. Nachdem von diesem neuen Dividenden das 
doppelte Product; 2aß abgezogen ist, muss noch vom so er- 
haltenen Rest: (ß.lO”-*)® = ß’.lO^““^ also eine Zald, die mit 
2n — 2 Nullen endigt, subtrahirt werden. Jlan erhält deinnadi 
den richtigen Rest, wenn zum vorletzten die folgende Ziffer der 
gegebenen Zahl, d. i. die (2 a — l)te, hinzugefugt wird, um nun von 
der so vervollständigten Zahl nur ß’ zu subtrahiren. In dieser Art 
zu schliesseu kann mau fortfahren, um dasjenige als allgemein 
gültig zu erkennen, was vorhin schon für specielle Fälle constatirt ist. 

Nachdem die ersten Ziffern der Quadratwurzel nach der mit- 
getheilten Methode berechnet sind, kann mau von einem der 
folgenden Verfalu'cn Gebrauch machen, um die noch fehlenden 
Ziffern durch eine einfache Division zu bestimmen. 

Wird der schon bekannte Theil der Wurzel aus der Zahl A 
mit a, der noch zu berechnende mit b bezeichnet, so dass a die 
Ziffern der höheren Itangordnungen , h die der niecb'igcreu dar- 
stcllt, demnach a also auch 2« mit so viel Nullen eudigt, als b 
Ziffern hat, daun folgt aus: 


]/^A = a h 

A - »» 
>0 4-6 


b) b ^ 


oder : A 

~ ‘Ja 


-- «’-f 2a6 4- b^ 

kL 

Ja ■ 


()) b = 


Obgleich der Nenner des ersten für b erhaltenen Werthes: 

A — g* 

2 (I 4“ 6 

den noch unbekannten Bestaudtheil b enthält, wii'd sich die an- 
gedeutete Division, verfährt man nach Fouriei-s Methode (i)ag.75), 
in jedem spccielleu Falle durchfüliren lassen, um, wie wir sogleich 
beweisen wej'dcn, ein absolut richtiges Resultat zu erhalten. 

Nimmt man nämlich 2 a als überstrichenen Divisor und den 
entsprechenden Theil von A — als überstrichenen Dividend, 


8 
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so erhält mau aus beiden nuiiädist ilie erste richtige Ziffer des 
Quotienten h. Wird diese Ziffer sofort derti Ilivisor angehängt, 
so lässt sich die erste (’orrcction berechnen , weil inan zu ihrer 
Hestimmung bekanntlich nur der ersten Ziffer des Quotienten 
und derjenigen Ziffer des Divisors bedarf, welche dem über- 
strichenen Divisor unmittelbar folgt. Aus letztem und dem ver- 
besserten Dividend erhält man die zweite Ziffer des Quotienten. 
Mit derselben den Divisor vom Neuen vervollständigt, lässt sich 
nun die zweite Correction ermitteln, weil alle Bcstandtheilc der- 
selben, nämlich die beiden ersten Ziffern des Quotienten und die 
beiden Ziffern des Divisors, welche unmittelbar dem überstrichenen 
Divisor folgen, gegeben sind. So fortfahrend muss sich offenbar der 
Quotient 6, also auch die ganze Würzel mit absoluter Genauigkeit 
durch eine Division ergeben, wenn etwa die beiden ei'sten Ziffern 
derselben zunächst nach der bekannten Methode berechnet sind. 

Wir wenden, zur Einsicht in den Rechnungs- Mechanismus, 
die eben mitgetheilte Methode auf die Lösung der schon vorhin 
behandelten Beispiele an, um die Resultate, auf dem einen und 
anderen Wege erhalten, mit einander vergleichen zu können. 

V'i«ia2ö444 = 13462,00 

1 2a = 26 erster Uebstr. Divisor 

264 zweiter Ds. 

2646 dritter Ds. 

26462 vierter Ds. 

264620 fünfter Ds. 

2646200 sechster Ds. 

16 = 4.4 (Vg.) 

166 

156__ 
lO.o 

48 = 6.4 -1-4.6 (Vg.) 

57 

52 

~r>4 

52 =r 2.4 -f 6.6 -1-4.2 (Vg.) 

24 

_24=0.4-f2. 6-1-6. 2-f4.0 (Vg.) 

4 

4 r rr 0.4 1-0.6-f2.2-f6.0 1-4.0 (Vg.) 


2) 81 
60 

/1_«» = 1T225444 

104 = 4.26 
182 
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J/64ö75äü312457Gl = 25411681,00000 
4_ 5Ö41 168100000 

245 
^25 

200 

75 

16 


59 

50 

93 

8 

85 
50 • 


355 

9 

346 

300 

463 

50 

413 

400 

131 

77 

~54 
f)0 

42 

36 

64 

M 

105 . 

m 

77 

16 

1 

1 

a 

8 * 


Digitized by Google 



116 


(ielic-ii wir jetzt vou dem zweiten für b erlialteiieu Wertli: 


7) h 



h2_ 

2(i 


aus. Aiif'ciiommeii die herzustelleiide Wurzel a-\-h sei (m 
zilTerig und zwar kämen auf deu zweiten Theil b die letzten 
n Zifiern, so dass «, also aueli 2« eine Zahl sein muss, die mit 
n Xullen endigt, dann hat inan aus; 

b lü" und: ZI ^ 

also aueh: 

6’ < und: 2« >10'"+“-*: 




< 10 "-'"+* 


Ist dcinnueh: n — vi -j- 1 = Ü, d. i.: 
n = jii — 1, 

dann muss: 10"-"'+* = 10" = 1, also <" 1 sein und es 

ia 

können sieh : — -jr- ■ - b und höehstenr um den 

'la ia ia 

echten Bruch unterscheiden, um welchen ■ grösser als b ist. 

Hat man demnach die m ersten Ziffern («) der Quadrat- 
wurzel aus zl direct berechnet und dividirt nun mit 2« in zl — 
so werden die (m — 1) ersten Ziffern des Quotienten mit den 
auf jene m folgenden (m — 1) Ziffern der Wurzel zusammenfallen 
müssen. Von der folgenden, also inten Ziffer des Quotienten*), 
wird jedoch, um aus ihr eine Ziffer der Wurzel zu erhalten, 
etwas zu subtrahiren sein, wodurch es sich ereignen kann, dass 
die Torhergehende, (m — l)ste Ziffer, um eine Kinheit zu vermindern 
ist. Man kann darum nur behaupten, dass jene m — 1 Ziffern 
des Quotienten bis auf eine Einheit genau gleichzeitig die letzten 
(m — 1) Ziffern der gesuchten Wurzel sind. 

Beispiele: 


’*) Dieselbe würde die erste Decimalo sein. 


Digitized by Google 


117 


I 5>:wVig-,mi i;!H4rKm'^»8i:57()S(VJ = ir>(«7iri20(>U3 

Die letzten G Ziffern 2CX3413 
sind durch Division ■'efunden; die 
letzte Ziffer 3 kann man nicht 
iinhcdingt als sicher erklären; cs 
könnte sein , dass sie um eine 
Einheit zu vermindern wäre. 


3007432 ) G0272<S5 {A - «’) 

G0148G4 

124210!»i> 

12029728_ 

3!)13G78 

jkk)7432 

tH»G24Gl 

!X)222!»6 

I W»7r)3f)3124M7r -- 25411 Gm 

Die drei letzten Ziffern G81 
sind durch Division gefunden und 
weil schon 5 hergestellt waren, 
absolut genau. 


f)0822) 34G102 (A — iA) 
304;t32 
411704 
40G57G 
5 1 285 
.^>0822 


4 

4 ) 245 
225_ 

50 )" 2075 
201G 

508 ) 5035 
5081 

5082 ) 85431 
f)OH21 


2) 12G 
225 _ 

IKXl) 111G2 
0001 ) 

:>(HJG ) 21.5341 
210461t 

30074^ 487213 
30072_ 
300742 ) 18G472S4 
180445.5G 
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Handelt cs sicli um die Quadratwurzel aus einem Ilrucli, so 

( a \” f I 

Iß) “ * 

gende Gesetz: 


n 



die Wurzel aus Zähler und Nenner oder verwandele zunächst 

in einen Ilecimalhruch, der dann nach lolgenden Kegeln zu 
h 

depntenziren ist. 

Soll die Quadratwurzel des Deeimalhruehes: 0,r/,(j, ... f/k 
unmittelbar wieder in der h’omi eines Deeimalhruehes erscheinen, 
dann muss seine Zift'er- Anzahl eine gerade sein. Denn der 
gegebene Hrurh heisst vollständig: 

f , -t- g, +^. gfc-i 10 + 

lo‘‘ 

demnach seine Wurzel: 

V' 9i 10^"* + g, 10^ * 4- ... + 9k— i 1*^ "h ?k 

SO dass der Nenner: =10’ offenbar nur dann eine ganze 

Potenz von 10 sein kann, wenn Ä; eine gerade Zahl ist. Man 
hat demnach zunächst, felis die Stellen-Anzahl des Kruches eine 
ungerade ist, dieselbe dadurch in eine gerade zu verwandeln, dass 
man ihm rechts eine Null anhängt, d. h. dass Zähler und 
Nenner noch mit 10 multiplicirt werden. Darüber, ob dieses noth- 
wendig sei oder nicht, entscheidet man sich .am einfachsten, 
wenn der Decimalbruch von links nach rechts in Columnen von 
Je zwei Ziffern cingetlnält wird. Enthält dann die auf der äussersten 
Rechten stehende Columne nur eine Ziffer, dann ist aus obigen 
Gründen dieselbe durch llinzufügung einer Null zu vervoll- 
ständigen. Nachdem dieses geschehen, wird die Wurzel von der 
Form : 

1" '/I ‘ -f </« tl”'' * + ■ • + 9in-l + 9'n 

10 " 

also ein n stelliger Decimalbruch sein , dessen Zähler erhalten 
wird, wenn man die tfnziftVige Ganzzahl: 
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q, -I- V, i(n"-> + . . . + 10 4- vs„ 

u;u'h (li'ii Ix'kannttMi I'riii/ipii'n mit 2 depoteiizirl. 

Z. I!.: l 'ÖjHf.Ytn == 0,431 
U! 

8) 257 
249 

HG ) H(J1 
8G1 

I Ö,000(XJ05H5S371G = Ü,t)007G54 
49^ 

14 ) 958 
_87G_ 

152) 

7625 

1530) G121G 
^2H) 

1/0,0000064009 == 0,00253 

4 

4) 240 
225 

50 Pl509 

Ist oiidlich mit (li>m Dccimalbruch nocli irgend eine Giinz- 
zald verbunden, dann mache man die Stellenanzalil des ersten 
zunächst, falls solches ursprünglich nicht der Fall war, zu einer 
geraden, liringt man darauf die letzte noch auf den Nenner 
des ersten, so erscheint die gesuchte Wurzel etwa der Zahl: 

7, •■•'/)>« »'der der Form: 

. . . GkVi '/> • •• lin 
10 “ 

ist also der Quotient aus einer (Ä;-|-n) stelligcn Ganzzahl und der 
«teil Potenz von 10, d. i. ein « stclliger Deeimaihruch, der mit 
einer A‘ stelligen (ianzzahl verbunden ist. 

*) Wir nelimpn die Anzalil der Ziffern der Gnnzziild elienfalls als perade, 
welche Voraussetzunp jedoch, wie man leicht üherblickt, die Allgemeinheit 
unseres Resnltates nicht heschrünkt. 
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In jedem speciellen Falle liat man darum wie folpt zu reelmen : 
Vom Komma nach links gehend tlieilt man die Ganzzahl, nach 
rechts gehend die Decimalcn in Columnen von je zwei Zillern, 
zieht daraus die Quadratwurzel, indem man das Gegebene wie 
eine Ganzzahl betrachtet und bringt in der Wurzel in dem 
Augenblicke das Decimalkomma an, in w'olchem man die beiden 
ersten Decimalen der gegebenen Zahl in die Rechnung fuhrt. 

Z. H.: 


I ll,70M24j = ,3,421 
9 

ü) 270 
_2b(5_ 

68) 14.32 
1364_ 

684) 6841 
6841 

|/:57?)Ö8,Ö689 = 19.3,67 

1 

2) 275 

38 ) 1408 

ll^t_ 

386) 20906 

3872)'27l08"9 

27W89. 

Ist die mit 2 zu depoteuzirende Zahl weder das Quadrat 
einer Ganzz.ahl noch das eines ISruches, dann wird .also beim 
Wurzelziehen niemals ein Rest gleich^ Null erscheinen können, 
so dass man nur im Stande ist, die Wurzel bis zu irgend 
einer Decimale genau, nicht .aber absolut genau zu 
bestimmen. 

Rci der Rcrcchnung eines solchen Z.ahlen - Ausdruckes, den 
man irrational nennt, während man Zahlenausdrücke, deren 
Werthe durch irgend eine Ganz- oder Bruchzahl .absolut genau 
dargestcllt werden können, als rational bezeichnet, leistet die 
Fouriersche Divisionsmethode vortrcfl’liche Dienste, weil man bei 
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Anwenclung tlerselbon hekanntlioh in doii meiston Fällen zu ont- 
sehoiden im Stande ist, ob eine erhaltene ZilVer des Quotienten 
sicher ist oder nicht, ohne sich liii>rvon durch die fol}?endcn 
Schritte der Rechnung zu überzeugen. 

Z. 1?.: 

17 r- 2.()4.')7 
f> 24.')7 

4) SOO 
27 ^_ 

24t) 

20 !^ 

.‘120 (32 ."i + 2-1- 4, also 4 sicher) 

1(1 

:t04 

440 (44 1) ”1- 2 -j— 4 — 1“ 5) 

40 

4tHt 

3f>4 

.3(1 (3(1 > ö + 2 + 4 + .5 + 7). 

Bis auf 4 Decim.alen gen.au ist also: J'^7 =: 2.G4!>7. 

Nach den anderen Methoden verhrhren, gestaltet sich die 
Rechnung wie folgt: 

|'7 = 2,64f)7 
4 

4 ) 300 
27(1 

52) 2400 
200(1 _ 
r)28)~3T)4TKT 
2(142.5 

52'.K)) 3!)7.')(K). 


Iliennit kann man die 7 als letzte Ziffer noch nicht ohne 
weiteres als richtig erklären, sondern nur dann, wenn sich nach 
Suhtraction von: 7.52900 + 49 von 31)7500 ein positiver Rest 
ergehen hat. Und würde man endlich mit 2 . 2G4 in 3040 . . . 
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liineiiidividiren, um hionlurcii diu beiden /iftern f> und 7 zu er- 
bulten, so {»enüf’te die Hestimmuuf' des zweiten (/uotienteu mit 7, 
wie man weiss, keinesweges, um 7 als 4te Decimale der herzu- 
stellenden Wurzel behauj)ten zu köiineu. 

/. H. J' 0,000000004 bis auf 10 Deeimaleu genau zu be- 
reebnen : 

l/0.00;0tvi0,0(|¥) 0,0(X)063245r) 

. 1262450 

12) 400 
369 
310 
252 

580 

4 

576 

504 

720 

J6 

704 

61W 

740 

36 

704 

6;30 

_?r (^ > 1 -f 2 4- 6 2 -f 4 + 5 -f 5). 

Ist der bis zu irgend einer (irenze zu berecbnende Ausdruck 
doppelt irrational, das heisst von der Form: wo « 

und h rational, dagegen \/h irratioiiRl, d. b. h keine Quadratzabl 
ist , dann lässt sich unter gewissen Üedingiingen der dojipelt 
irrationale Ausdinck durch die Summe oder Diflerenz zweier 
einfach irrationaler Ausdrücke ersetzen, wodurch die üerechnung 
seines Zablenwertbes oftenbar vereinfacht wird. Zur Begründung 
des hierauf bezüglichen Verfahrens ist es nothwendig, zunächst 
di'ii Satz aufzustellen, dass die Differenz zweier irrationaler Aus- 
<irücke von der Form |/öt und |/|l, wo a und ß rationale Zahlen ' 
bedeuten, die jedoch keine Quadrate sind, ebenfolls irrational 
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sein muss. Denn ist diese Differenx eine rationale Zahl z, so 
folgt an.s : 

]/ä — = 2 oder J ■^ = 2 -j- y'ii 

durch Quadrirung : 

a ^ z’ + 2z ]/ß -t- ß oder: = “ 2 ^^ - 

d. i. eine (ileieliung, deren linke Seite irrational, deren rechte 
rational ist, also ein Ahsurdiiin : es muss also z irrational sein. 
Wenn demnach zwei irrationale Ausdrücke, wie etwa | a und ]/p, 
in allen Deci malen, bis zu welcher man auch rechnen möge, 
ühereinstimmen, dann mü.ssen die Zahlenwerthe von ]/ot und \/^ 
auch in ihren etwaigen Ganzen zusammenfallen, d. i. a = ß 
sein. ' Hieraus folgt weiter, dass die unmittelbare Consequenz 
einer Gleichung von der Form: 

8) a \^1> = X -j” oder: a — x — — yb, 

falls a, 6, X und y rational, chigegen |/Äund|/^ irrational sind: 

9) a — X = 0 und — yT> = 0 

d. i. 

10) a = X und ]/y = yb 
sein muss. 

Wird jetzt für obigen Zweck: 

11 ) y-^TJ^b = \rx-\-\A, 

angenommen, so ergieht sicJi zunächst durch ()uadrining : 

=z X + y -}- 2 I- XI/, 

also : 

12) (t = X -\- y, ]/6 = 2 ly, 
oder auch: 

a’ = x’’ -}“ ~ dx/y 

und hieraus durch Suhtractionen : 

a’ • — Z» = x’ — 2x1/ [- ly’ =r (x — yf 

nder: 

13) X — y ~ ]/ — b- 

13 in Verbindung mit 12 gieht endlich: 

n -f" 1 ~ fl — I (i> — 7( 

2 ’ = — ■> 

demnach : 
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14, i'« + i Ä == i/4i+i + y 

nml aucli, wie man leidit (liiirii ganz analoge Schlüsse findet : 

1 ;-)) ]/ä "“76 _ |/jL~ . 

Man sicht also, dass der doppelt irrationale Ausdruck: 
\ a + [/ b durch die Summe oder Differenz zweier einfacli 
irrationaler Ausdrücke ersetzt werden kann, falls a und b solche 
Werthe haben, dass: a’ — b ein volles Quadrat ist. 

Z. R: 

Für: ]/iÖ-|- 2 J. '21 ist: a = 10, b — 84, also: ]/«' — b 

— I 100 — 84 — J/16 = 4; es ist demnach: 

] ■1U + 2J/21 - \ '7 -f l '^3. 

Oder für: ]/f>4 — 14|/y ist: a = 54, b = 080, ]/«’ — b 

— I 1050 — 44, folglich: 

|/54"^"l4 l/5 = - y -'^J:rJ*. = 7 _ y/ 5 . 

Den Werth eines irrationalen Zahlen - Ausdruckes von iler 
Form ] 0l, wo also A keine Quadrat -Zahl ist, berechnet mau 
.auch w'ohl dadurch bis zu irgend einer gesetzten Grenze genau, 
dass man nach folgenden Prinzipien ]A4 in einen gemeinen 
Kettenbrueb verwandelt, um dann den Niiherungswerth desselben 
in Rechnung zu bringen, welcher den verlangtcai Grad der Ge- 
nauigkeit besitzt. 

Ist (/* die grösste in A enthaltene Quadratzabl, dann ist 
|/yl zunächst auf die Form : 

17) ]/.1 Y'» 

ZU hringen, wo: kleiner als die Einheit und g durch di<> 

beiden Ungleichungen : 

18) g < VA 

19) ;/ f 1 > j'^1 

definirt ist. Wird jener Rruch : durch Division des 

Zählers und Nenners durch den Zähler in einen Kettenhruch 
venvandelt, so wird aus 17 : 
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\ - I — 

und wenn : —rr 1 'nn <leu Nenner rational /u machen, mit ; 

-}- <j mulliijlicirt und diviilirt und der im üruche 
— ■ - resultirende Neiiuer; A — o’ der 

EiufacliJieit luilber mit n, bezeichnet wird : 

20 ) + 

«I 

21) n. = A- ,f. 

Es wird sieh nun zunächst beweisen hissen, dass n, >• 0 imd 
|/k + <7 > », sein muss ; denn aus 18 Iblgt : 

o' < 

oder : 

22 ) Q <{A-g^ =z «,); 

und aus 19 ; 

i>yA~.j, ■ 

also auch : 


23) \/A-]-g > {A- ,f = n,). 

.Angenommen nun, die grösste in: euthaltcno Gauz- 

zahl sei daun lässt sich 20 in: 

1 


24) \/A =r g + 


üt -f- 


yA~A"' si—fi) 


verwandeln, wo g^ durch die Ungleichungen: 

<j, < 


26) I/. + 1 > 

”1 

definirt ist, «, g^ — g — und ehenfalls: \/ A — s, positiv sein 
muss. Denn aus 25 und 26 Iblgt: 

«1 i/i —<J< 

\A\ - n, < n, g, - g 

und w^enn die linken und rechten Seiten multiplicirt werden : 
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«1 («1 i/i — </) > Ö, 

also wegen ; 

«, > 0 ( 22 ) 

»*i i'i — Sr > 0 

27) «,g, — g ■= 

28) > 0. 

Und aus 25 erhält man; «, ■< -}- jr, also: 

n^g^ — </ <C •J'lcr; s, <; ]'.4, demnach auch: 

29) Ü<V^ — 2,- 

Wird jetzt der echte Bruch: in 24 wieder in einen 

”i 

gemeinen Kettenbruch verwandelt, so erhält man statt 24 ; 

ü^ +- 


(vf-7:) 

und wenn darauf der Neuner in : ^ durch Multiplication 

und Division mit: rational gemacht wird: 

30) = + V 


9i + 


1 


l A- ) 

Ks lässt sich nun zunächst zeigen, dass n, ein Factor von 
A — z] sein muss. Wegen 27 und 21 ist nämlich: 

A — z]=A — (n, g, — gY = A — n]g^, -\-2 n, g,g — g^ 

— "i — «JS'! +2n,</,<7 

= M, (1 -n,g14r^gg,) 

und weil )»,, g und g^ Ganzzahlen sind, so ist auch: 

1 - >hg\-\-'^ggx = «»> 

also auch : 

31) -'—-t = n, 

eine Ganzzahl. Diese Bezeichnung iu 30 cingeführt, erhält man: 

1 


32) l'A — g 


gi -r 


1 
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wo: H, > 0 und: \^ A-\-z, >■ w, sein mubs. Denn aus 29: 

- 2 , >0 

und : 

\/A + 2, > 0 
folgt dureli Multiplieation : , 

(A — z\ = «, Hj) > 0 

und wegen : 

n, >0 (22): 

33) »», > 0. 

Und aus 2G ergiebt sieb : 

«1 9, + "t > VA + <J 

oder : 

»i9x -g>VA- «„ 
d. i. in Rücksicht auf 27 : 

2 , > \ A — n^ oder: n, > ^''^A — z„ 

also auch: 

«, (]/i4 -f- 2 ,) > i4 — 2 ’ oder: ]/A-j-z, > n,. 

Ist nun die grösste in: enthaltene Ganzzahl: dem- 


nach : 


34) 

35) S, + 1 > ■ 


dann lässt sich 32 auf die Form bringen: 

y-A = ff + L 


9i + 


„ , U-'t — — 2|) 

92 i „ ) 

wo: H,ff, — 2 , = 2 j und ebenso: y''A — z, positiv ist. Denn 
aus 34 und 35 folgt: 

«jü/j — 2) < 

— < n,ff, —z, 

und hieraus durch Multiplication: 

« i (' G '?2 — 2 .) > 0 

also auch, wegen n, > 0 (33): 

36) («j 92 — ^1 = > 6. 
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Und aus 34 erhält man: 

— z, l/-^l oder: z, C ]/ A d. i. \/‘'A — z, > 0. 

Mit dem echten ürueh: kann man nun in obiger 

Weise lortreclinen ; man dividirt Zähler und Nenner durch 

1 . X. 1 


VA-: 


-’h 

\ t' f 


, macht den Nenner rational: 




beweist, wie ohen, dass: — — — „ ej|,e Ganzzahl und dass: 

-f- ■> »3 sein muss, setzt aus: möglichen 

Ganze u. s. w. und erhält aut’ diese M'cisc die auf einander 
folgenden I’artial- Neuner des gemeinen Kettenhruches, welcher 
sich noch durch folgende Eigenschaft auszeichnet. 

Die bez. mit s, ii und <j bezeichneten Ganzzahlen stehen all- 
gemein in einer Beziehung, dass (siehe 27 und 3(i): 

^i>-t ~ Zf, 

oder dass: 

37) Zp -j- Zp_ 1 = /ip yp *) 

*) .\ll(ieim'in lässt sich der Ziisiumiieiihang zwischen den ürössen: A, ii, 
z und ff auch lulceudermassen erkenueii. Durch die vorhin augedeulete Uccli- 


imiigswcisc wird jeder Itruch von der Form; 
1 


V'A- 


‘p-i 


"p-i 


flv b 


Mp 


verwandelt. Es muss demnach: 


VA - Zp_, 


VA-z„ 


!>v + - 

oder wenn ausinultiplicirt wird: * 

VA (ffp »p — Zp - Zp_ ,) + 3 — ffp Mp Zp_, -f ZpZp . , = Mp Mp . , 
il. i. (siehe 8, t) und 10 pag. 12.'!) 

U — — *n-i =d- 

D. d /7p ^p -p— 1 "b -p *p— 1 — r 

sein. I. giebt aber: 

tu. ^p + -'p_i — ü'p "p 

und II. in Yerliinduug mit III.: 

A "^p— I l'^p d- '^'p—i) "b z'pZp_| Mp Mp_ , 


oder : 


IV. .1 - . 


p— 1 
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stattfinden muss. Weil nun, wie bewiesen wurde, siimmtlidie z 
positiv und <C ]/A sein müssen, so kann jedes z hoclistens gleich 
ff. demnach, iti Rücksicht auf 37; «p höchstens gleich 2 ff sein, 
also auch, weil rip und ffp ebenfalls stets ganze Zahlen sind, »ip 
wie ffp höchstens gleich 2 ff sein. Die hez. mit r, n und ff be- 
zeichneten Grössen liegen also zwischen bestimmten end- 
lichen Grenzen. Da nun der gemeine Kettenhruch, wodurch 
der irrationale Ausdruck ]/ A darstellbar ist, natürlich bis ins Un- 
endliche verläuft, die Variations-Zahl einer endlichen Anzahl von 
Elementen — dieses sind hier alle möglichen Werthe des z, n 
und ff — endlich ist, so wird der Kettenbruch periodisch sein, 
d. h. es werden sich die Partialnenner desselben ■ ff,, ff, y ff, • 
in irgend einer Reihenfolge wiederholen müssen. 

Um das Glied kennen zu lernen, von welchem ab die Periode 
beginnt, machen wir folgende Voraussetzungen. 

Angenommen, die Partialnenner seien: ff^, ff^ ... ffp—i, ffp-i, 
ffp, jfp+i ... ^k- 2 , ffk-u </k, </k+i... und zwar fände statt: 

38) ffv=g^i £/p+i = '7kfu — ■■■ 

so dass die Periode aus den Zahlen: (jp, jitH-i ... ffk-», ^k-i 
besteht. Hätte man nun nur bis zu dem Gliede des Nenners ffp 
gerechnet, dann würde der letzte Theil des Kettenbruches: 


VA -t- Zp_, , VA — z 

oder Op 4- -- 

”p ' ”p 

sein, wäre dagegen bis zum Gliede des Nenners gerechnet, 
dann hiessc der letzte Theil; 

VA-\-z,,_, j f/A — z^ 

»k ^ «k 

Vom pten Gliede ab soll die Periode beginnen; es muss 
demnach : 


39) </p = ffk, Zp = Zk , «p = «k 

stattfinden. Hieraus und wegen: 


Zp -f Zp_l = ^p«p 
Zk -1- Zk-I = ffk «k 

folgt: 

40) Zp_i = Zk-i 
und wegen: 

A — z^i = np_i«p 
A — z’_, = «k-i»k 


^siehe 37 und Hl in letzter An- 
vmerkung. 


( siehe 31 und IV. in letzter 
.Anmerkung. , 

9 
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folgt: 

41) Wp_i = «k-i- 

Und ferner erhält man durch Suhtraction aus: 

Zp_l Zp_* = Jp_|7lp_l 

Zk-l 2k-* = 

42) 

"p-i 

so dass also; kein Bruch sein kann, also entweder: 

"p-i 

2p_,_ gleich Null, gleich np_i oder ein Multiplum von np_, 
sein muss. Um uns zu entscheiden, ob der erste, zweite oder 
dritte Fall eintreten muss, bilden wir von: 

A — zJ_j = «k— * «k— I 

ausgehend : 

(^A — Äk— 2 ) "t“ -k- 2 ) — ^'k-2Wk— 1 

VA - 2 k_* = »k-1 
und weil: I//I + Zk— 2 ”k-* *) 'st: 

43) \/A — Zk_* < «k-i ; 

*) Die DifFcrenz «k_j — kann nämtirh höchstens den Werth g 
haben und zwar aus folgenden Gründen. Ist: fti so versteht sich 

dieses von selbst, so dass wir nur für: H|,_2.''.7 zu untersuchen haben. In 
diesem P'all, wo also etwa: «^- 2 = 1 ? + ' (/ bekanntlich < ff) ist, folgt aus: 
2k-* + 2k-S = .«'k-*"k-* (**'■'"' 3') 

Zk— »"l" 2k-3 = 5k-S + O 

und weil jedes z, also auch z,,_ 3 , höchstens gleich g sein kann: 

Zk_*-|-<7 5!/k-* (? + <) 

oder : > 3 t9k_j — 1 ) + .<7g_2 < . 

woraus mit Nothwendigkcit 

ffk— * ^ 

zu schliessen ist, weil, wie oben, r^-* 4ie Grenze g nicht überschreiten 

kann. Man hat also: 

2k-* > ' 

demnach: «k-* “ ^k-* < .<7 + « ~ ' 

*>• i- «g_, - Zk_* ^ g 

also auch : "k— * — 2k_g <- V A 

oder : U-t + Zg _2 > "k-* ■ 
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demnacli ist aucli : 

*k— 2 !> V^-'l — >'k-l 

iiinl, weil die grösste in [/'^A enthaltene Ganzzahl g ist, nni so 
mehr : 


‘k— 2 > '/ — «k— I 


oder : 


<7 ^k-2 <ü ’U-I 

und weil endlirh Sp_g höchstens gleich g sein kann: 

44) rp_, — Zk_2 < Hp -I ; 

woraus in Verhindnng mit 42: 

4ö) Tp-s — 2 k -2 = 0 und (/p_i = (/k-i, 

also folgt, dass wenn _c/,, g^ ist, auch ,c/p_i — <7k-ii also 
auch _(/p_j = '/k- 2 i c/p-s ~ f/k -2 • ■ • sP'ti muss, die Periode dem- 
nach mit dem ersten Partial-Nennc'r Imginnt. 


liei spiel: Den Itrnch zu herc'clinen, iler his auf ß Docl- 

imtlen genau gleich 19 ist. 

Verwandelt man nach der mitgetheilten Methode |/19 in 
einen Kettenhruch, so ergieht sich; 


9 » 
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+ ^ 
03 ■— 

+ i 


4 ~ 

+ + 

H- • 

('£' 1 

+ 

+ |1 

1 ^ (O . . 

+ 


+ i 


— 

y 

c,i: 5=* 

4^ 

+ 

I 

■^1 

Cf' 

1 

'1 

i.L 

+ 1 

( 


+ 

I ^ 

+ 


+ 

Ov 1 H- 

+ i i 


+ I 
K 


+ I 
Oi I •— 

+ 1 I 



kI 

1 S' 

, 1 

oi ^ ! 

W 

^1 
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Die Näherungs werthe und ihre Fehlergrenzen sind; 


9 . 
2 ’ 

Fehler 


= 0,1G6G666(>66 

13 . 
3 ’ 

t* 

^ 3.11 

= 0,0303030303 

« . 
11 ’ 

rf 

< 1 

^ 11 . 14 

= 0.00G4935064 

til . 
14 ’ 

» 

<+ * 
^14.39 

= 0,0018315018 

170 

39'’ 

V 

< L 

^ 39.326 

= 0,000078G534 

1421 . 



= 0,00000443'Jl 

326 ’ 

n 

^ 3ät>.Ü91 

3012 . 
'691 ’ 


< L _ 

^ 691 . 1017 

= 0,0000014229 

4433 . 
1017 ’ 

n 

< - - — 
^ 1017 . 3742 

= 0,0000002G27 

16311 

3742 

j « 

<; ^ 

^ 3742 . 4759 

= 0.0UOO0O05G1 


Der Näheningswerth entspricht also der Anlorderung. 

Wir zeigen endlich noch an einem zweiten Deispiele, wie die 
Partialnenuer des Kettenbruches in Rücksicht auf das Vorher- 
gehende am einfachsten zu berechnen sind. Z. R. für l/lOi): 

|/109 10 -f 

1 K109 + 10 , 1/109 — 8 

1/109 — 10 ■ 9 ' — 9 

9 _ )/109-{-8 _o I 1/109-7 

1/109-8 “ 5 — ^ -1- - 5 — 

5 1^109 + 7 _ , I V"109 — 5 

V/109 — 7 12 — ^ T" j 2 ■ 

12 _ l/109-f-5 _o r 1^109 9 

1/109 — 5 7 — ^ -r 7 - 

7 _ K109-F9 ^ I 1/109-7 

1/109 — 9 ~ 4 — •4-r 4 — 

_ 4 _ 1/109 + 7 , 1/109-8 

+109-7 ~ 15 —1-1 15 

15 _ +109 + 8 I +109 — 10 

+109-8 ~ 3 —0-1 3 

3 _ +109 + 10 ^ , +109-8 

+109 — 10 ~ 3 — o-T 3 
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3 

/109 

15 

V'fOH — 7 


+ _ 1 I K109 - 7 

- 8 ~ 15 — ^ T" 15 

rn» -9 


15 

Kin‘j + 7 


= 4 + 


4 _ l/llW-f-9 


l/l(» — 9 
7 


_ V'199 — 5 
— ^-r- 7' 


^j(n> + 5 _ 
12 


V'H*9 -^b 

12_ _ 1/KJ9 4-7 

i,'im - 7 ~ 

5 


1 , _Hf*9-7 

‘ 12 


:3 + 


i'ii;« — 8 


_ V'l"9+_8_ _ c, 1 Kl'W- 

/IW — 8 “ 9 ~ 9 


10 


9 _ /109+10 _20 I k'KW-19 


i/lÖ9 — 10 


V'109=10^ 


1 + 


• 1 + 


1 + 


0+- 


,+ 

4+-- 


1+1- 


9+ 


• 2 + 


Eine Vergleichung iler Zahlen unserer beiden letzten Hech- 
nungen zeigt in den verschiedenen lür g, z und ?» erhaltenen 
Werthen eine gewisse Üebcreinstimniung. So hat sich für V 19 
ergeben : 


II II 


= 4 

M, 

= 3 

»J = 1 


= 2 


= 5 

= 3 


= 3 

n, 

= 2 

II 

II 


= 3 = r, 

«* 

== 5 = »j 
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9i — 2 — g, = 2 = = 3 = n, 

ff, = 8 = 2p — 4 = z, n, = l 


ffi = 2 

2, = 4 

n, : 

= 3 

9 i = 1 

2, = 2 


= 5 u. s. w. 

für V 109; 




ff = 10 ' 




= 2 

2, = 10 

»1 

= 9 

^1 = 3 

2, = 8 

«3 

= 5 

<73 = 1 

^3 = 7 

«3 

= 12 

ff4 = 2 

2, = 5 

»4 

= 7 

ff, = 4 

2, = 9 

"3 

= 4 

ff, = 1 

2, = 7 

", 

= 15 

p, == fi 

2, = 8 

«7 

= 3 

i 7 . = 6 = ff: 

2, = 10 


= 3 = n. 

9 » = 1 = ff. 

2» — 8=2, 

«9 

= 15 = «, 

II 

II 

c 

cJi 

0 ^ 


= 4 = 34, 

< 7 ii = 2 = p, 

r,, = 9 = 2, 


= 7 = 33 , 

ff,, = 1 =ffa 

2,, = 5=2, 

•»13 

= 12 = 34 , 

ff,, = 3 = ff, 

2|3 = 7 = 2, 

«13 

= 5 = 34 , 

ffl4 = 2 = ff, 

2 ,, = 8 = 2 , 

«14 

= 9 = 34 , 

ff,, = 20 = 2ff 

Z,, = 10 = 2, 

«13 

= 1 




u. s. w. 

Um allgemein zu 

erkennen , in welchem 

Verhältnisse diese 

Zahlen zu einander stehen müssen, setzen wir die Periode des 

Bruches, worin \/^A verwandelt worden 

ist, als aus fc Gliedern 

bestehend voraus. Unserer friilieren Bezeichnungen uns bedienend. 

wird dann die Rechnung etwa ergeben haben: 


Quotient 




u. P.-N : ff. 

9x> 

1/31 

ff3 


VA-Vg VA-V^i 

VA + 2 , 


«1 

«3 

«3 

a \ ^^-9 a , VA- Zx , 

V'A- 

2, _ 1 VA—Zt 

9^ 1 ' ffi 1 > ffj t 

»1 

n. 


ffk-»i 
V^-\- ■fk-3 


ffk-li 
V-4 + ^^k_j 

"k-i 


S'K 

V^ + Tk— l 

«I. 


i/k+1. 
K-4 + ^k 

«k+i 


■ V^-^~'^k-ä 
»k-sH 


— ^k-i , V^^-'^k I V-4-ZtL+i 

1 1 :. > ^kH -- . ffk+1 H — 


«k-1 


»•k 


»k+1 
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und zwar wird, damit die Voraussetzung, die Partialnenner der 
Periode seien; g,, ... erfüllt wird, stattfinden müssen; 

46) Zy, = g 

47) »k = 1. 

Weil nun der fcte Nälierungswertli des gemeinen Ketten- 
bruches, worin — g verwandelt worden ist, nämlich: 


VA-g 


1 


9i "I" 


1 

9i-\- ■■■ 


nach bekannten Sätzen: 


+i 

</k -!-••• 


lautet, so muss; 


9k ^k— I 4 ~ •^k— J 

5k ■‘^k-i + •‘''■k-k 


VA-g 


(9k + ~ 9 ) ^k—i + ■^-2 

(9k-\-VA.-g) A\_i + iVkli 


sein, woraus durch MUltiplication folgt; 

[(^ k 2 g) iVk_i iVk_o] -j- A iVk-i — g(gk — g) A’k_, — g A\_j 

= \/A Zk—i {gk — g) Zk_i Zk _2 
also auch (siehe pag. 123): 

(9>k — 2gr) Ak — 1 -f- Nk—i = Zk—i 

oder : 


48) gk-2g 


Zk—i ^k—t 

Ak_. ^k-i ■ 


Die linke Seite dieser Gleichung muss eine Ganzzahl sein, 
folglich auch die rechte. Nun ist aber der (i— l)te Näherungs- 

Zy_, . w 

''’ertb - ein echter Bruch und ebenso , weil A^k- 2 <A’ii_, 
ist. Die Consequenz der Gleichung 48 kann demnach nur: 


oder; 
sein, 
giebt : 


A'k_, ^ 

■^k-1 Ak-1 ~ ^ 

49) gk == 2g 
Dieses in Verbindung mit: 

2k + Zk-y — Hk gk (37) 

9 -f~*k-i = 2g oder: Zk_, = g. 
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woraus weiter in Rücksicht auf die Gleichungen: 

A — = nk-iUk , 

A — ff^ = », (21) 

folgt; 

«k-i = «,- 

Durch eine Schlussweise, ganz analog der auf pag. 129 
bis 131 durchgeführten, ergiebt sich nun zunächst: 

ffk-l = fft 

und darauf der Reihe nach: 

ffk-t = ff, 
ffk-S = ff, 
fik-J = ff, s- w. 

Hiermit ist allgemein bewiesen, dass die Periode des Ketten- 
bruches stets von der Form: 

a, 6, c, d ... d, c, 6, a, 2ff 

sein muss, dass es demnach zu seiner Bestimmung nur der 

Kenntniss der ersten Hälfte seiner Periode bedarf. 

So findet man durch direcle Berechnung für 1- 71 — 8 als 
erste Nenner: 2, 2, 1, 7, 1. Die Periode ist demnach; 

2, 2, 1, 7, 1, 2, 2, 16. 
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XII. 

Die dritte oder Cubikwurzel und höhere Wurzeln. 

Die Methoden zur Uereelinung der dritten Wurzel aus allge- 
meinen Ausdrücken wie aus Zahlen sind denen zur Bestimmung 
der Quadratwurzel ganz analog; es liegt ihnen der nämliche Ge- 
danke zum Grunde. Man setzt auch die dritte Wurzel zunächst 

3 

als zweitheilig voraus, nimmt etwa: VA — a b an, so dass : 

A = (a hy = a’ -|- 3a’Ä -|- 3a6’ -|- 6’ sein muss, und be- 
rechnet die jedesmaligen Werthe von a und b folgendermaassen. 
Zunächst ist die grösste Zahl zu bestimmen, welche zur dritten 
Potenz erhoben in A enthalten ist. Diese ist der augenblickliche 
Werth von a. Ist ihr Cubus von A subtrahirt, dann muss der 
Rest; A — von der Form; b dab^ b^ sein; wird 
also in ihn mit 3 a* dividirt, dann ist der erhaltene Quotient der 
zweite Theil der Wurzel: b. Von; A — a* ist jetzt der Reihe 
nach; 3o*6, 3 «6* und 6’ zu subtrahiren ; ergiebt sich hierbei 
schliesslich ein Rest gleich Null, so ist: a -f- 6 die gewünschte 
dritte W'^urzel aus A; ist jedoch der Rest verschieden von Null, 
daun hat mau die Rechnung in der Weise fortzuführen, dass 
man jetzt die Wurzel als =o, +6, nimmt, wo dann a^ bereits mit: 
a-(- 6 bestimmt ist. Der letzte Rest : zl — (a* -[“ 3«*6-(-3aö* -j- 6*) 
= A — (a-j-6)* = A — a] ist nun von der Form: 3aJi>,-|-3a,6J-|-6J; 
dividirt man ihn also durch: 3aJ = 3 (a-f-t)*, so ist der erhal- 
tene Quotient: b, und die Operation beendigt, wenn, subtrahirt 
man von: A — a\ der Reilm nach: 3aJ 6,, 3a, und ein 
Rest gleich Null erscheint. Ist Letztes nicht der F’all, dann 
hat mau in obiger Weise Ibrtzufahren. Man nimmt die Wurzel 
als = a, -|-6j an, wo ; a^ — a^-\-h^=a-\-b-\-h^■, der letzte 
Rest: zl-(a;-f 3a*6 + 3a6J + 6J) = ^ — (a,-f-6,)* = zl — aj 
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von der Form: 3«^ 6, -j- “1" muss, dividirt in ihn 

mit 3a\ u. s. w. u. s. w. 

Z. B.: 

I 8 -f- 30x’ ^ -f- "4" 27^’ = 2x-{-^y 

8x" = a’ ab 

3a’ = 12x’) Stix’^ + Mx/ 4-27(/’ 

'6Hx^ y = 3 rt’ b 

Mx.v’ + 2?y 
54x_y’ — 3 a 6’ 

21, f 

27//’ = b\ 
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Soll aus einer Ganzzahl des dekadischen Systems die dritte 
Wurzel gezogen \verden, dann ist im allgemeinen wieder nach 
der eben mitgetheilten Methode zu rechnen. In iihidieher Weise 
aber, wie bei der Theorie der Quadratwurzel, lassen sich der 
allgemeinen Regel einige Bemerkungen hinzutÜgen, die die .\us- 
l'übrung der Rechnung sehr erleichtern. 

Zunächst folgt aus Formel 3 pag. 107 fUr p = 3 : 

1) •^n+l = 3n+S, Sn+a 


und wenn hierin statt n der Reihe nach 0, 1, 2, 3 . . . eingesetzt 
wird : 


ya y 

also 

3 

auch r \' ^1,3^ 

3,. — 

= Z. 

73 — , y 
^'1 '^*.5.6 

r> 

3 - - 

- z. 

•^3 ~ 


] 

= z. 

yj — y 

i Z.'lo.ll.l» 

- 

3^- 

" 1 ^10,11.12 

= Z, U. 8 . w.. 

d. h. die dritte Wurzel 

aus 

einer 1 , 2 oder 

3 stelligen Zahl ist : 

Istellig; aus einer 4, 

5 1 

)der () stelligen Zahl: 2 stellig, aus 

einer 7,8,9 stelligen 

Zahl 

: 3 stellig u. s. w. 

In Rücksicht auf 

dieses Gesetz wird es 

nun 

leicht sein , im 

voraus die Anzahl 


der Stellen oder Zittern einer zu berecliTienden dritten W'urzel 
zu bestimmen; man tlieile einfach die mit drei zu depotenzirende 
Zald von rechts nach links gehend in (’olumnen von je ilrei 
Zittern; daun ist die .\nzahl dieser Columuen gleich der Anzahl 
der Stellen der Wurzel. Denn ist allgemein die Columnen- 
Anzahl : -f- 1 1 dann muss die Zahl selbst 3 n -f- 1, 3«-f-2 

o<ler 3/»-|-3stellig sein, je nachdem die auf der äussersten Linken 
stehende Columne 1 , 2 oder 3 zittrig ist ; folglich ist nach 1 die 

3 , 

Wurzel stets (« + 1) zittrig. Hiernach ist: J,- ;')0 ,053 zweistellig, 

also von der Form: a . 10 -}- ß ; ^10|194|277 dreistellig, demnach 

von der Foi-m : a, 10’ + ß, lO + f,; |^672;407W9,204>2^ fünf- 
stellig : o, 10* -{- ß, 10’ -f- Y, 10’ -f- 5j 10 -|- £,. Nachdem in dieser 
Weise die Form der Wurzel bestimmt ist, berechnet man die 
einzelnen Zittern: a, ß; a,, ß,, Yi ; « 3. ß,i Tu 8,, s, folgender- 
maassen. Zunächst sind a, 9, und a, so zu wählen, dass: 
(a 10)’ = o’ . 1000, (a, 10’)’ = aj . 1000000 und (a, 10*)’ 
= a’ . 1000000000000 die grössten bez. in 50|053, 16|194|277 
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und 672{497|669 ]204|928 pntlialt<-iieii ('ul)ikzal]Ipii werden. Diese 
C'id)ikzalden unter die tipfielienen Zahlen von reelits narli links 
"esetzt, sielit man aber, dass unter sämmtlieheu Ziflern der 
letzten, mit Ausnahmen dprjenif{en, welehe die auf der äussersten 
lanken stehende Columne hildcn, Nullen erscheinen, und unter 
den ZitVern dieser letzten Columne hez. clie (’uben von: a, ct, 
und ctj. Diese ersten Ziffern der zu bereelmenden Wurzeln sind 
demnacb so zu bestimmen, dass: a’, aj und rx] die grössten 
bez. in: iiO, fC und t)72 enthaltenen Cubikzahlen wei'den ; man 
wird also: a — 3, =2, a, — 8 iiehmeii müssen, um zu er- 

halten : 

f 'rÄtTäi = a 10 -f ß : V"Ui;UI4'277 = a, 10’ + ß, 10 -|- 7, : 
27 = n’ 3 8 = 2 

23|üf>3 8| 194:277 

f 'ör2;497,Ü*)9f2()4|928 = c, 10* + ß, KP -f- 7, 10’ -f S, 10 -f 
512 = 0’ 8 

Uk), 49716691204,928 


Um den zweiten Theil der Wurzel : ß, ß, 10, ß, 10’ zu be- 
kommen , ist bekanntlich in die verschiedenen Reste: 23<i53, 
8194277, 160497669204928 bez. mit 3(ct 10)’, 3(o, 10’)’, 3(o, 10’)’ 
hineinziidividiren. Wegen der versebiedenen Nullen, womit diese 
Divisoren und wenigstens auch die beiden letzten Quotienten 
endigen, kann man kurzweg folgendermaassen rechnen, l-'ür das 
erste llcispiel endigt der Divisor: 3a’ 100 mit zwei Nullen und 
muss der Quotient ß eine .\nzahl von Kinheiten sein; darum wird 
man die beiden letzten Ziffern 53 des Dividenden 23653 unberück- 
sichtigt lassen dürfen, um durch Division mit: 3 a’ = 3 . 3’ = 27 
in 2.36 die zweite Ziffer der Wurzel zu erhalten. Für d.as zweite 
Beispiel ist der Divisor: ,3aJ . KXKX), der Quotient: ß, 10, so 
dass man die fünf letzten Ziffern 94277 des Dividenden 8194277 
nicht zu berücksichtigen braucht und nur mit: 3aJ = 12 in 81 
zu dividiren luit. Für das dritte Beispiel endlich ist der Divisor 
3 a’ . lOtXKXlOOO, der Quotient ß, . 1000; man benutzt also in 
diesem Falle nicht die letzten elf Ziffern, sondern nur die vier 
ersten 1604, rechnet also wie folgt: 
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öO!653 = « 10 -}- p: 


27| 
27 ) 23 

18 


= a’ 3 
6 

b — Sa^h 


4|753 


V 6724971(509, 204|‘»28 =- 

5121 = «’ 

192) 160'4 

!34*4=3«’<<i 
26,097j069l204]928 


F'lO 1941277 = 10’ + ß, 10 + V, : 

8| — fl’ 2 5 

12) 81 

6,0 — 3 fl’ b 

2 | 1941277 


a,10‘ + p,10’ + T,10’ + S,10 + E,. 
8 7 


Von den drei zuletzt erlialtenen Resten ist jetzt bez. 
3. (fl 10) ß’ = 3flß’ 10, 3 (a, 10’) (ß, 10)’ = 3 a, ß| 10', 
3 (aj 10') (ßj 10’)’ = 3 a, ß’ 10'", das sind Zaiilen, die mit 
einer, mit vier oder mit zelm Nullen endigen, zu subtrahireu. 
Darum kann man im ersten Beispiel die letzte, im zweiten die 
vier letzten, im dritten die zehn letzten Ziffern unberUeksR-Iitif't 
lassen, die Rechnung also folgendennaasseu weiterriihreii : 


J''50 

653 

27 

= fl 

27 ) 23 

6 

18 

9 = : 

4 

75 

4 

41 = 


343 


= fl’ 3 


V672|497]669l204;928 = 
512i = fl’ 

192)160:4 

1 -mU = 3fl’6 


261 

11 


09 

76 = 3fl6’ 


14337i669l204,928 


] r6jl94|277' = a, lÖ’ + ß, 10 -f- ; 

8! — fl’ 2 5 

12 ) 

(j|o = 3fl’(* 

2 19 

l|T)0=3fl7<’ 

|694|277 

a,10'+ß,10’+Y,10’-fS,10 + e,. 
8 7 


Von den Resten ist i’, also im ersten Beispiel ß’; im 
zweiten ßJ 10’, eine Zahl, die mit drei Nullen endigt; im dritten 
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ppO*, üiue Zahl, die mit neun Nullen endigt, zu subtrahiren. 
Man sieht also, dass iin zweiten lleispiel die drei letzten Zitfern, 
iin dritten die nenn letzten Ziffern des Restes unberücksichtigt 
bleiben können, um dann von den übrigen einfach; hez. ßj 
und ß’ abzuziehen. 


3 

l ;)0'653 = dlO-fß; 
•27|=a» 3 7 

27 ) 23|6 

18|ff = 3a»6 
475 

4^=3afc’ 

343 

343 = 6» 


l’'lbjl94 277 = 10’ 4-ß, lO-l-v,; 

8! = a’ 2 5 

12) 8|l 

t^ = 3n’6 
2; 19 

K')0 = 3 a 6’ 

,()94' 

|l25: = 6’ 

■5Ü91277 


l"'G72'497;f)Ö’9l204|928 = 10’ + ß, 10» + y, 10’ 8, 10 + e. 

512' = a» 8 7 


192) 160,4 

134 4 = 3a’6 
2609 

ni76 = 3a6’ 
14 337 
343, =6’ 


131994, 669l204|928 


Die erste Aufgabe ist jetzt gelost. Für die zweite und 
dritte hat man in die erhaltenen Reste bekanntlich bez. mit : 
3(«, 10’ -f ß, 10)’ = 3(a, 10 + ß,)’10’ und 3 fa, 10’ + ß, 10»)’ 
= (3 otj 10 -|- ß,)’ 10" zu dividiren. Die Quotienten sind ; Yi und 
Yj 10’. Folglich genügt es, wenn im ersten Fall mit 3(a, 10 -|- ß,)’ 
= 3 (25)’ in 5692, im zweiten mit 3(87)’ in 139946 getheilt 
wird. Die weiteren Schritte der Rechnung sind durch Schlüsse, 
ganz analog den obigen, nun leicht zu begründen, so dass 
wir nur noch die .\usrührung des zweiten und dritten Beispieles 
folgen lassen. 
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1^ 16;U)4|277 = a, 10’ + ß, 10 -f- = 253 

= 2 5 3 

12) 8jl 

6|0 = 3a’6 
2|19 

I,50 = 3a6’ 

094 

12i^=6’ 

3.25’ = 1875) M9j2 

M^>=3«Jt, 

677 

6;75 = 3a, b\ 

27 

27 = &? 

|^'672 497’669i204|928--'/, in'43, 10’4-- |u’+^, 10+ 
512=«’ 8 7' 6 1 

3.8’ = 192) 16CH4 =876l-> 

134 4 — 3«’ /> 

2609 

11 76 = 3«//’ ' 

14;337| 

|.34.3| = />’ 

3.87’ = 22707) 131994 6 

1316242 = 3«;//, 

37046 

93 96 = 3« , />; 

276^ 

216 =/>; 

3.876’ = 2302128 ) 276 293 2 * 

230 212 8 = 3«;/», 

46080i40 

26,28 = 3«,/»; 

461054 1241 

3.876 1’=230265363) 46i0ö4li‘23,9 

46|053i072!6 = 3«;//, 
li051|32 

1|051J32 = 3«,6; 

8 

8 -//? 
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Sind die ersten Ziffern der dritten Wurzel aus einer Zaid 
gefunden, dann lassen sicli die folgenden in älinliclier Weise wie 
bei der (Quadratwurzel durcli eine Division berechnen, die ent- 
weder, verfährt man nach Fouriers Methode, ein ahs(dut gen;uies 
Resultat, oder, dividirt inan in der gewöhnlichen Weise, ein 
Resultat höchstens um eine oder zwei Kinheiten unrichtig liefert. 

Vorausgesetzt nämlich , dass ] A aus zwei Theilen a und b 
bestehe, muss stattfinden : 

.1 — a’ -f 6^ 

also auch : 

_ A — fl’ _ _ _ il 

' * ;i « ’ -f- /) (ä fl -f- /<) ärt’ « ;!ii’ 

ln Rücksicht nun auf den ersten für b erhaltenen Werth; 


.j-j . -fl — « 

’> 3«’ -i-7r{;tfl-t-ft) 

ist dieser ZAveite Theil der Wurzel folgendemiaassen zu be- 
stimmen. .\ngenoninien die Wurzel sei 7i» -j- « ziffrig, und zwar 
wäre b der Inbegritf der letzten n Zittern, dann ist a eine 
m n stellige Zahl , folglich 3 a entweder m -f- n oder 

;n -f- n -(- 1 stellig. Im ersten Fall erhält man ans: 3a = 
und a = : 

3 a' = /fjm+Sn-l, »m+Sn^l 

und aus: 3 a — Z„,^„, also auch: 3 a -|- 6 = Z^.^^ in Ver- 
bindung mit : b = Za'. 

b (3 a — |— b) Zn . Z|n-^-n Zm^zn — I , m 4 - 2 n* 

Ist dagegen 3n: m n 1 stellig. so folgt aus: 

3a . a 3 fl ^m-gn+l * Zm-^-n ^2in+Sn, 

b . (3 a — Ij) = Zn ■ Zm-^-n-^l Z^-j-^n ^ ra-f-ün-ei • 


*) Für zwei hez. r iinil f/ ziffriiji! Zalilen ; und folgt nämlicli aus: 


tnrcli Multiplication : 


IO’’"* < Zr < IO" 

10''-' Z Z.i < 10'' 
l„r+-|-S ^ ^ j„r+S 


fl i. Z^ 
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Man sioiit also, dass pntwrdcr ?>a' mindostens 
und h (3 a -|- h) liödistpiis m 2 « stollijü oder 3 a’ iiiindostons 
2«i-f-2n und b (3 a -{-6) liöciistnns j» -j- 2 « -)- 1 stWli" sein 
muss. So lanpo denmacli ini ersten Falle: 2m -f- 2h — 1 >• hi -|- 2h 
und im zweiten: 2 m -j- 2 h > m -j- 2 h - f- 1) so laiifie : 

m > 1 

stattfindet, müssen die ersten Ziffern des 'l'otal - Divisors : 
3a’ -}- (3a -|- h) mit den erstfui von 3a’ zusammenfallen. 

Hat man deinnaeli die Iteiden ersten Zitlern der Cubikwurzel in 
der l)ekannten Weise bereits l>ereelinet, dann las.sen sich — 
wenigstens in den meisten Fällen — aus ihnen die ersten Ziti'ern 
des Divisors: 3a’ -(- fc{3a -f- ^-'l bestimmen; mit diesen als 

überstriclienen Divisor in den entsprechenden Theil des 
Restes: A — a’ als überstriclienen Dividend getheilt, muss 
sich als Quotient die erste Zitier des b, d. i. die dritte Ziffer der 
Cubikwurzcd ergeben. Nachdem diese gefunden, ist in Rücksicht 
auf ihren Werth zunächst der Divisor: 3a’ -f- 6 (3a -{- i) zu 
verbessern, darauf nach den bekannten Prinzipien der Dividend 
zu corrigiren, um nun die zweite Ziffer des b, d. i. die vierte 
Ziffer der Wurzel herauszudividireii u. s. w. ii. s. w. 

Was die verschiedenen V'ervollständigungen der Divisoren 
anbelangt, so verfährt man am Zweckmässigsten in einer Weise, 
die das folgende Beispiel veranschaulichen wird. Die beiden 
ersten Ziffern direct berechnet, erhält man : 

1/6724^^6^04028 =87 = a. 

512 3a = 261 

192) 1604 3 a’ = 22707 

1344 
26(j9 
1 176 
T4337 
343 

13994669204928 = A — (87000)’ = A — a\ 

Nimmt man die beiden ersten Ziffern 22 in: 3a’ = 3.87’ 
= 22707 als überstriclienen Divisor, folglich die drei ersten: 139 
des Restes: A — a’ als überstriclienen Dividend, dann ergiebt 
sicli als Quotient, d. i. als erste Ziffer des b oder als dritte 
Ziffer der Wurzel: 6. 

10 * 
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Die H.'ingordmnip der srlioii erhaltenen Ziffern der Wurzel 
in Hinsieht auf diese letztere herücksiehtigt, ist: a = 87000, 
ahiii: 3rt = 201O()0, 3 a’ — 227U70( HXXX) und ft = Gt»0, demnach: 


3«= + ft (3<i + ft) = du’ -f (M) (2GU)0(J) 
= 22707000U00 
lOG'.tflOOOO 


22H(;3!H'.OOOt). 


Alles dieses stellt man hei der Wurzel -Ziiduing am ein- 
fachsten fnigentlermaassen zusammen: 


l' G7‘24i)7(;i;i>204028 

i:}9'.»4 

132_ 

7tT 


= 87G1 
3« 2GI|G*) 

3^»’ — 22707... erster Divisor. 
lOG'K) = G.2G1G 


48 ( — G.8 d. anzidiriiigende Verbg.) 228G.3SK5... zw eiter I tivisor. 

är 


22 

94 


Nachdem die zweite Ziffer des ft oder die vierte der Wurzel 
so bestimmt ist, muss der zweite Divisor in Kiicksicht auf den 
Werth dieser Ziffer vervollständigt werden, um den Dividend 94 
corrigiren zu können. Was diese Verbesserung des zweiten 
Divisors anbclangt, so rechnet man wie folgt. Es ist: fi = 87(lOO, 
3« = 2G1000, 3a’ = 22707000(X)0, ft = GIO, also: 


,3,i’4 ft(3a-|-ft) - 3«’-)-G10(2GlG10) 

3a’-f-(m>.2(;i(iOO-f- 10.2GlC.tK) f tUKMO-}- 10.10 
= 3a’-f G(K).2GlC.(K)-f 10(2GlG10)-i-CKK). 10, 

und weil die Summe der beiden ersten Theile rechter Hand der 
zweite Divisor ist: 

3 a’ 4 . I, (3a 4- ft) ~ 228G.39CKKKK) 

2GIG100 

(«Klo 

228GGÖ82 HX). 
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Aus Vorigem ergiebt sich (kmiiiicli das folgende A’erfaliren : 

:ia = 201 {J12,U09(MHA!*) 

15"’ = 22707 erster liivisor. 

i:>090 = 0 . 2010 

2280090 /.weiter Divisor. 

20101 = 1 . 20101 
00 = 1 . OO 

22800.0821 dritter Divisor. 
r>2:5224 = 2 . 201012 
1220 = 2 . 010 

2280710()r)44 vierter Divisor. 

00 

04 = 2.8+ 1.04-0.7 
20 

25=0.8 + 2.6+1.7 + 0.1 
19 

15 = 0.8 + 0.6 + 2.7+1.1 
^2 
38 

~4Ö 

36 

44~ 

41 

39 

38 

12 

12 

8 " 

8 

*) Die mit 3 a bezeichnPteii Z.vhlpn sind jedes mal in Rücksicht auf die 
spater aus zu führenden Midtiplicationeii vervollständigt. 


(’07249700920492H 

13994 

132 

79 

48 = 0 . 8 

31 

22 

94 

44 = 1 . 8 + 0 . 0 

5t) 

44 


Digitized by Google 


löO 


Zweites 15 e i s p i e r : 

I »4r)3]i7HÜÜ207:U)W 
721) 

243)2214 
11144 
27UÖ 
172H 
‘>773 
öl 2 

1 ) 2(11 

_H4 . 

“80 ■■ 

27 
■ öl) 

ÖO 

18 _ 

13Ö 

18 _ 

117 

_112 _ 
f)7 ~ 
ö7 ^ 

^'8 

6 

20 

24 

20' 

18 

22 

11 ) 

30 

28 

27 

23 

43 

40 

30 

36 


3a 

I. Ds. (3a’) 
11. l)s. 


111. Ds. 
'V. Ds. 


V. Ds. 


0 

4 

24 

24 


l)83204.tXX)(jU(X)( HX » 
2D4,3204.0(HHXH)(XX)() 

28812 

_8S29 — 21)43 . 3 
2S1XH)2!) 

58804 21)432 . 2 

00 = 30.2 

281)001824 

281)001824 

11772810 = 2943204.4 
12800 = 32tH).4 

289003(.)025010 
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Der hauptsächlichste (iruiid für die Amvciidharkeit der 
Fourier’scheii Oivisioiis- Methode auf die Derechiiuiif' der dritten 
Wurzel liegt otfeiihar darin, dass <lie ersten Zitlern des Total- 
Divisors: 3 a’ ^ irrsten Zifferu von 3«’ zu- 

saniinenfallen. Im allgemeinen ist diese l'ehereinstimmung bereits 
pag. 147 iiacligewiesen ; jedoch ist noch einige Unbestimmtheit ge- 
blieben über die Anzahl der zusaninienfullenden Ziffern; eine 
Angelegenheit, die für die Rechnung von grosser Wichtigkeit ist 
und darum jetzt erörtert werden soll. 

Nimmt man, wie in den ausgeführten Heispielen, m = 2, 
dann ist (vergl. pag. 146) 3 a’ mindestens 2 « -[- 3 oder 2«-f 4 
und b (3a -(-i) höchstens: 2 n -{- 2 oder 2 « -f- 3ziffrig , und 
man kann mit unbedingter Sicherheit nur hehaupten, dass die 
erste Ziffer in 3a’ die Ziffer der höchsten Rangordnung in; 
3a’-}-6 (3a-|-6) sein muss, also die erste Ziffer in 3a’ mit 
der ersten in: 3a’ -|- 6 (3a 6) zusammenfallt. .Mlerdings wird 
in vielen Fällen , z. H. auch in den oben beliandelten , diese 
Uebereiustimmung der Ziffern sich auch weiter erstrecken. Die 

.Möglichkeit des Entgegengesetzten ist aber im allgemeinen nicht 
abzuleugneu. Nimmt man nun in einem solchen Falle die heiden 
ersten Ziffern von 3 a’ als Uebst. Divisor, dann wird wegen der 
Aenderung, die die zweite Ziffer dieses Uebst. Divisors in Folge 
der V'erbesserung des Total- Divisors erleidet, der Divi- 
dend in einer Weise zu corrigiren sein, die das folgende Reispiel 
veranschaulichen wird. 

V"-n7864385Ö01ö82Öyi25 = 347 

3a = 1027 

3a’ = 3468 

71 80 - 1027 . 7 

353089 


(Diese Correction ist darum anzubringen, weil sich 
im Laufe der Rechnung herausstellte , dass der 
Uebst. Divisor nicht 34, sondern 35 sein muss, 
also von 248 nicht 7 . 34, sondern 7 . 35 zu sub- 
trahiren ist.) 


27 

27) 147 
108 

398 

144 

2546 
64 

2482 

238 

102 

_7 

3 ^ 

U. 8. W. 
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In soK-liüJi Fällen, die sieh, wie man leicht üherblic-kt, im 
allgemeinen dadurch charaktei'isiren , dass die erste ZiB'er der 
Wurzel niedrig ausfällt, etwa 1, 2. 3 oder 4 ist, thut man am 
besten, die 3 ersten Ziffern der Wurzel direct zu berechnen, 
um erst die folgenden durch Division zu erhalten. Z. H. : 

j^4r7HW:K')0(n58-'(i;fr.*.') = 3-l701i'>,0(Kl ... o etc. 

27 3(1= lidl,012i>,0tK»... 0 etc. 

27) 147 I. 1)8. (3rt»> = 3t;i227 
108 ^ 

398 
144 
2.')4ti 
t»4 

.3468)24824 
242re 
.'>483 
4!t‘)8 

4^W 
343 

4.31. 3.3 
36 
91 
1 

90 
72 

18.3 
4 

181 

“ If) 

13 

2i 

18 
20 
20 

1 
1 

‘.3 
4 

iS 

1.3 
32 

30 
46 
43 
39 
41 
39 


10-1101 


II. Ds. = :Wil2374101 

20.H2O24 
20 

III. Ds. = 361239492144 

.32(00623 

600 

IV. Ds. = 3612400126.^)625. 


22 

20 

2.3 

2.3 
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Gehen wir jetzt von «lein zweiten in 2 pag. 146 tnr b ge- 
fumlenen Werth aus; 



Unter unseren t'rüheren Voraussetzungen ; u |/> ist; m « 
und b ist n zitterig, folgt aus; b <; 10", « > 10"'t"-‘; 

- KP*" , > ltp!'"+5tn-s 

b^ < 10"“, 3a= > 1U‘“"+"“-^ 

also auch: 

< 10"-”+', ^ < IO"-»“'+^ 

a 3a’ 


Ist deinnacli n — m -|- 1 = 0, d. i. n = m — 1 , dann hat 
mau: 


6’ 

a 


< 1 , 


3 a’ 


< 10 '-“ 


und m >■ 1 vorausgesetzt: ^ ^ <C(tV = 0,1), folglich: 

Ort* 

(v<>) + (£t<».i)<''‘' 

Hieraus folgt der liehrsatz: 

Sind von einer 2m-- 1 stelligen Cubikwurzel die ersten 
ra Ziffern bereits direct berechnet, dann ergeben sich die letzten 
m — 1 Ziffern durch Division mit dem dreifachen Quadrat des 
Gefundenen: 3a’ in den zuletzt erhaltenen Rest: A — a" ent- 
weder absolut genau, oder bis auf eine, bez. zwei Einheiten ge- 
nau; und zwar ist die Möglichkeit eines Fehlers gleich zwei 
Einheiten nur dann vorhanden, wenn die mte Ziffer jenes Quotienten 
eine Null ist. 
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lieispiel; 

l' 417»G4:iHr)(X)158^U;il2ü =■• 3470125 
27 

27) 147 
1 Ü 8 _ 

308 

144 

2t>40 

_ 04 

3408) 24824 
242J^_ 

5483 ^ 

4!)<)8 

4858 

:343 

361227 ) 45155 

30122700 ) 4515500158203125 (/!—«’) 
3012^00_ 

<*0323015 
72245400 _ 

180770158~ 

180613500 


Aus Brüciien ztelit inan entweder dadurch die dritte Wurzel, 
dass man in Rücksicht auf das Gesetz; 



Zähler und Nenner depotenzirt oder dadurch, dass man ~ s'U' 
nächst in einen Decimalbruch verwandelt, um aus diesem nach 
den folgenden Regeln die Cubikwurzel zu ziehen. 

Soll die dritte Wurzel aus einem Decimalbruch: 


0 . 7 , 7 , ... 7 - 

wieder in der Form eines Decimalbruches erscheinen, dann muss 
die Ziffer-Anzahl des gegebenen durch drei theilbar sein, weil die 
Cubikwurzel des letzten ; 
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I y, -f- y, lO""' . . , y„_, tO-f y„ 
l'io" 

ist, also nur dann ihr Nenner eine ganze Potenz von 10 sein 
Caiin, wenn » — die Anzahl der Stellen iles Hruehes — sieh 
«lureli 3 fheilen liisst. Sollte also ursprünglieh n kein Mnltipluni 
von 3, sollte n von einer der Formen: 3fc-|- 1 oder 3A: -|- 2 sein, 
dann wird man im ersten Falle dem Zähler des Decimalhruches 
eine, im zweiten zwei Nullen hinznzufiigen haben, d. h. man wird 
im ersten Fall Zähler und Nenner mit 10, im zweiten mit 10’ 
multiplieiren müssen. Fm sieh darüber zu entseheiden, ob eine 
solche Vervollständigung nothwendig ist oder nicht , theilt man 
am einfachsten den Zähler des genannten Uecimalliruelies vom 
Komma nach rechts gehend iu Columnen von je drei Ziffern ; 
jenachdem dann die auf der äussersteu Rechten stehende Columne 
1, 2 oder 3 Ziffern enthält, fügt mau zwei oder eine Null hinzu 
oder lässt im letzten Fall tlas Ganze unverändert. Pis erscheint 
jetzt die Wurzel unter der P’orm; 

V » t + yj + . . . + yaii__, 10 4- Vak 

Kle- 
ist also ein k stelliger Decimalbruch , dessen Zähler die dritte 
Wurzel aus der Ganzzahl: 5, 10^‘‘“‘ -j- . . . -|- s®*“ “mss. 

Z. B.: V'OTWä 981^977"= 0,353 

27 

27 ) 1Ü9 
135 
348 
225 
1236 
125_ 

3675) 11119 
1 1^) 

947' 

945_ 

27 

27 
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Ist mit dem Decimaihrufli mtcli eine Ganz/ald verlmnden, 
so tiiidet man leiclit in analoger Weise wie hei der zweiten 
Wurzel (pa". 11!) und 120) die fol"ende Reitel: 

Man tlieile vom Komma naeli links gehend die Ganzzahl, 
nach reehts gehend den Hrueh in (Vduinnen von je 3 Zillern, 
ziehe darauf, das Gegehene wie eine Ganzzahl ansehend, nach 
den hekannteii I'rineipien die dritte Wurzel und hringe in dem 
Augeidiliek in letzter das Deeiinalkomnm au, in welchem man 
die erste Ileeiinale iles llniehes in ilie Reehnung führt. 

R e i s p i e 1 : 

V'94,;818|81G = -U>G 
G4 

48) 308 
240 

G81 

.300 

3818 

12i> 

G075 ) 3GÜ38 
3te4öO 

4881 

4860 

21G 

21G 


Ist die zu dcpotenzirende Zahl weder die dritte I’otenz einer 
Ganzzahl noch eines liruehes, also irrational, dann liisst sieh 
die C'uhikwuizel nur his zu irgend einer Grenze genau be- 
stimmen. In diesem Kalle bedient man sieh am zweekmiissigsten 
der KourieKselnui Divisionsmethude, verfiUirt also, soll etwa: 

1'8 his auf G Iteeimalen genau gefunden werden, wie folgt: 
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I Ö,8(X) 


=r- 0.928:^17 


24.? 


'20 ?,n ^ 

27()8.‘?17 

710 ;?«- 

2.ö.‘?'.»2 

48(> 

22144 

2240 

201)1:444 

108 

8:4(4'.» 

2i:?20 

240 

8 

25(52 17()4;» 

2i;?120 

27t)8;?l 

2(X> 

8:?0 

i:?i 

25(5220425(51 


HW782U) 

f)8170 

2?>(:222.‘?Gy24.S‘J 


8'?" 

7f) 

82 

48 

JJ.') 

2;?o 

28 

202 

175 

270 

f.ü 

104 

Für liiiliere Wurzel -FAponoriton ergehen sieh die Hegeln des 
Depotenzirens ohne weiteres ans dem Vorhergehenden. Allgemein 
1 

wird man für ]/A, ist A eine Ganzzahl, dieselhe von rechts 
nach links, ist A ein Decinialhrnch, denselben vom Komma nach 
rechts gehend zunächst in Colnmnen von je n Ziffern eintlieilen. 
Die Anzahl dieser Colnmnen ist dann wieder gleich der Ziffern- 
Anzahl der zu herechnenden Wurzel. Setzt man darauf: 

]/yl = a h vor.'ius, dann muss; A — {a-\-hy — a" 

-|- ”t“ sciiG >" Rücksicht auf 

welche Formel sii'h die einzelnen Ziffern der Wurzel in ganz 
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iilinlii'lior Weise i)('stimmeii Insson, wie voriiin für die zweite und 
dritte Wurzel. Z. H.: 

\ 7üir)S;T;J7I4 >4 = 2 3 4 

5«' == 80) dsi 

24()j= bn'l, 

141 ^ 

720 — 5 
12 

t)!»ö8 

1080 = s u’//’ 

I 2 3 

r>8783 

810 = 7)«// 

. t)7!l7;j3~ 

243 = b' 

n/ij = 1399205 ) 5794tK»7 

5598820 = 5u|i, 

TiWÖi^i 

194()720 = hJaHl 
341514 

338.5(50 = H 
29542 

29440 j= 5(1, b\ 

"I02T 

1024 = b] 

Ist der Wurzel-Kxponent eine zusammengesetzte Zahl, z. 15. 4, 6.. 
so kann man auch wegen des Gesetzes: 



statt der vierten Wurzel zwei-mal die zweite, statt der sechsten 
die dritte aus der zweiten Wurzel ziehen u. s. w. 

In den meisten Fällen höherer Wurzel -F.xponenten wird der 
in Bezug auf seinen Zahlenwerth zu berechnende .Ausdruck irra- 
tional sein, so dass es nur darauf aukoinmen kann, die Wurzel 
bis zu irgend einer Decimale genau zu bestimmen. Alsdann be- 
dient man sich besser einer Methode, von der im dritten Theil 
unserer Schrift die Rede sein wird oder macht, falls es sich um 
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ein Resultat von grosser fJenauiglceit bandelt, von dem Ver- 
foliren frcbraneli, welelies die Analysis lehrt. Nur wenn die 

zu ilepotenzirende Zahl von der Form \ h ist, genügen, falls 
b einen echten Rriicli gewisser, in dem Folgenden noch niiher zu 
bezeichnenden Kigeiisrhaften hedoitet, unsere hisherigen Sätze 
der Arithmetik zur liegründung einer sehr einfachen Regel des 
[{;\dicirens. 

n 

Zunächst lässt sich zeigen, dass der Werth w von Vi + b 
zwischen 1 unil 2 liegen muss; denn einerseits folgt aus: tc ■< 1 
stets: ff’ <[ ff und allgonein: w" <; jc’ <; w <; 1, 

und andererseits aas: »c > 1 stets: tc’ > »/: und allgemein: 

II 

w” > ff°-‘ . ff’ > ff >> 1 , so dass sowohl; \/^ \ -\- b ~ w 

d. i. (1 ~ '•"‘I- *'■ 1 wegen: fr" - ' 1 unmöglich ist, wie 

n 

auch: = jc und ff]>2 wegen: ic*' > icalso auch: ff" >2. 

Es muss demnach stets: 


.')) |7 1 + 6 1 -f- * 

stattfinden, wo x einen echten Bruch bedeutet. Hieraus folgt 
aber : 

1 + 6 = (1 4- a:," = 1 + nx -f a-’+ 

4 . «K-rJH« 4 . 4 . ^ 


und: 


6) X = A_(\^Ix’4- 

+ ■ 2.3 

woraus hervorgeht, dass: 


(« ^l)(«-2) 
!.3 

n- 1 


2.3 ""’ + ••• 

(„ _ 1) („ - 2) 1 


X < — 
n 

sein muss. Es muss demmach, wenn der zweite Theil der rechten 
Seite in letzter Gleichung kurzweg mit R bezeichnet wird; 

R C l ( ^ — 4 - ~ ~ 11 4 _ 4 _ ~ ^“1 

^ ' n n ' 3 . n . n *1 ‘ ' 3 . w"— * >1 

n - 1 *"-2 . 26"-' , 26" \ 


oder: 


n - 1 6"— , 26"—' i \ 

I „0— S I" „n-V I „n+l J 
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sein müssen. Setzt man demnach unter den augenblicklichen Um- 
ständen : 

8) ]/ r+ 1 + 1 

und bestimmt den üuotienten — bis auf 2n Deciraaleu, so kann 

n 

liöclistens die 2nte Uecimale fehlerluift und zwar um eine Ein- 
heit zu gross ausfalleii. 

H e i 8 p i e 1 : 

]>i;'OÜ0876 = 1 4- =3 1,000438; 

bis auf 12 Decimalcn genau ist; |/1,0<X)876 = 1,000437004120. 

l,00000f»7312~= 1 ^ ^ 1,0000032437; 

bis auf 15 Decimalen genau ist: 

l’'iTü0(XXl'.)7312‘= l,aXKK)324372281 1. 
y 1 ,oo(joo()öo254 1 7639~= 1 

= 1,000(KXHKXK)224'.(34; 
bis auf 30 Decimalen genau ist; 

'y i .0000«)00254^ 9“— 1 ,00000(.XXK »224934858 1 23845588 1 375. 


11 
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Die imaginairen ZaUen. 

In (len letzton Xnniniern entwickelten wir die elenientnren 
Methoden des Depotenzirens ahsolnter Zahlen. Hiermit ist gleich- 
zeitig das Wurzelziehen aus positiven Zahlen gelehrt, weil letzte, 
wie wir in der Kiideitimg gezeigt, mit den ahsoluten Zusammenfällen. 
Nur die Bemerkung ist noch hinzuzulügen, dass, während man 
z. B. als die zweite Wurzel ans der ahsolnten Zahl a‘‘ nur die 
absolute Zahl a erhält, man ollenhar als die zweite Wurzel aus 
der positiven Zahl -|~ sowohl 4^ a wie — n behan])ten muss, 
weil jede der beiden letzten Zahlen mit sich selbst mnitijilieirt 
-(- giebt. Beberhaupt, so sieht man, kommen jeder geraden 
Wurzel aus positiven Zahlen diese doppelten Vorzeichen zu , es 

2ll 

wird für jedes ganze w stets: | =■ d; a sein, während 

für ungerade Wurzelexponenten zunächst nur das Resultat er- 

8n+l 

scheint: | -}" =' -f- n. Ob es ausser diesen Wertben 

noeb andere giebt, welche den Werth bez. einer geradem oder 
ungeraden Wurzel aus einer positiven Zahl reprilsentiren, ist eine 
F’rage, die im Laufe gegeliwiirtiger .\hhandlung ihre .\ntwort 
finden wird. 

Was das Depoteuziren negativer Zahlen anlangt, so erhält 
man für ungerade Wurzelexponenten zunächst eine Lösung; man 

s 5 _ *a+l 

überblickt leicht, da.ss: ]•' — (a“) = ) ' — («'') = ... — y — («*"+') 
= — a sein muss. Dagegen kann kein Glied unserer bisherigen 
Zahlenreihe: ... — 3, —.2, — 1, 0, -(-1, “t“ ••• 

Werth des .\usdrucks darstollen, wenn der Kxponent eine gerade 
Zahl ist; es giebt demnacb keinen l*unkt unserer bisherigen 
Zalden-.\cbse, welcher arithmetisch durch ein Symbol von der Form: 
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a: repräsentirt wird. Aus diesem (irunde hat man Grössen 
letzter Art imaginair genannt im Gegensatz zu denjeTiigen, 
welche Gegenstand unserer bislierigen lletraditungen waren und 
unter die dem Namen der reellen Grössen zivsiuninengelasst 
werden. 

Den Potenz -Gesetzen zufolge lässt sieh in allen Fällen, wo 
etwas Imaginaires ei'seheiut, folgendernmassen umfornien ; 

i;(4-a’) = r= ±n\/-\, 

i 

K-K) = V- 1 •(+ «*) ^ \ + «' v~~i = ± u }/] - F 

n 

Sn , Sn 2n _ Sn ^ / 2 

I ^ ^(4-a^n) ^/ _ 1 = + „ y ] _ f. 

Eine weitere Pieduction ist nicht möglich ; die rntersueliung 
der iinaginairen (Jrössen ist demnach mit einer Erklärung der 
imaginairen Einheit \/—l, die wir nach (Jauss’ Vorgänge 
kurzweg mit i bezeichnen wollen, zu lu'ginnen. 

.Jeder Punkt einer Ebene, durch die Achse der reellen Zahlen 
gelegt, ist durch seine geradlinige Entfernung vom Nullpunkt uml 
dem Winkel, welchen letzte mit jener Zahlen - .\chse einschliesst, 
vollkommen bestimmt. Der arithmetische l{e])räsentant eines 
Punktes der Zahlen - Ebene muss darum aus zwei Elementen zu- 
sammengesetzt sein: das eine zur Hestiramung der Distanz, das 
andere zur Destimmnng des Winkels. Ihre Üeschaffenlieit lässt 
sich folgendermaassen erkennen. 

Nimmt man n.aeh Analogie des bereits für positive und nega- 
tive reelle Zahlen Gefundenen (siehe in Einleitung über die De- 
deutung der Factfircn -|- 1 und — 1) an, dass das Verbundensein 
der noch näher zu bestimmenden Factoren : f,, , f, ... mit 

der absoluten Zahl a darauf schliesseu lässt, dass die (ieraden, 
welchen die Punkte: a/",, a/,, n ... angchören, mit der Achse 
der positiven reellen Zahlen einen Winkel bez. gleich: tp,, 9,, 9, ... 
einschliesscn, dann muss oH'enbar der Winkel *) des Punktes: 


*) Wir selicn, wie in der Kinleitiiiig, die Rielitiiiie vom Nullpunkt nacli 
roelits als die der positiven reellen Zahlen an und reelinen jene Winkel von 
rechts nach links. 

11 * 
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“/. /i gleich: 9 , + 9 , des Punktes: a f, f,./^ gleich: 

(p, + ?s u-s. w. sein, wiilirend die Entfernungen aller dieser 

Punkte vom Nullpunkt unter einander gleich, nämlich gleich a, 
sind. Die Lage derjenigen Punkte, welche dann bez, als Summe, 
Dififerenz, Produkt u. s. w. der Punkte : a/, und b y, erscheinen, 
d. h. derjenigen Punkte, welche arithmetisch durch: 
af^ — b/\, af, . bf^ u. s. w. darzustellen sind, ergiebt sieh dann 
folgendermaassen. 


Flg. 3. 



Was das Produkt 
(Fig. 4) anlangt , 


so 

Flg. 4. 



L AP, 1\ L A BP,, 
sein. Denn einerseits folgt 
Proportion : AP, \ AP, 
andrerseits 
= + ? 


Zunächst wird die Summe der 
Punkte P, : af, und P, : bf, 
(Fig. 3) offenbar also der 
Punkt P, sein müssen, falls 
L. P, P, T == 9 , und P, P, 
= AP, = b , d. h. falls 
A P, P, P, ein Parallelogramm 
ist ; umgekehrt ist demnach 
auch P, die Differenz der Punkte 
P, und P, und P, die Differenz 
der Punkte P, und P,. 
der Punkte P, : « /, und P, : b f, 
überlege man zunächst , dass wegen : 
a/, . bf, = {ab) .fj, die 
Entfernung des zu bestim- 
menden Punktes vom Null- 
punkt gleich a b und sein 
Winkel wegen des soge- 
nannten Richtnngscoefficien- 
teii /, /, gleich: 9 , -f 
sein muss. Macht man dem- 
nach, ist A B gleich der der 
Uechnung zum Grunde geleg- 
ten Längeneinheit. i_ P,A P, 
=: P, A B — und 

muss P, der verlangte Punkt 
^ A P, P, ^ ^A P,B die 


dann 


3 ■ ^ I 

unmittelbar aus 
. — Umgekehrt ist 


aus: 

AP, 

der 


: AB 


1 

d. 


Construction 
demnach auch 


AP, — ab und 
; L P, A B 
P, der Quotient 


der Punkte P, und P, , d. i. P, der Punkt der Zahl: 
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l’uukte J\ und P,, d. i. 

P, der Punkt der Zahl: -{•A.. 

0./^2 

Hieraus folgt weiter, 
*’**■ ® dass die Potenz des 

/j * Punktes P, : af^ und 
/ / zwar zunächst die 

/ I zweite, der l*unkt P, 

/ I (Fig. 5) sein muss, 

/ wenn Z_ P, A P, 

/ !a =^P, 4P = 9„ 

/ Jp L AP,P, = L AjBP, 

/ >"V ^ ^ ^ wieder die 

/ Längeneinheit ist. Die 

' / höheren Potenzen er- 

=1 vb'AV ^ — n +r geben sich durch Wie- 

derholung des näm- 
liehen Verfiihrens. Man 
^ schlage allgemein mit 

* -4P,, als Halbmesser 

von A als Mittelpunkt aus, einen Kreis (.Fig. 6) und trage den 


Bogen B P^ von P, mehre Male ab , mache : arc P, P, 

= arc P, Pj = arc P, P, 
p *■‘8- 6 = ... = arc PP,, dann 

0 liegt der Punkt der dritten, 

vierten ... Potenz des Punktes 
P, bez. in der Geraden 
P, , A P^ ... Ist dem- 

nach A P, gleich der Län- 

geneinheit, dann muss: P„ 
Pj, P, . . . die zweite, dritte, 
vierte ... Potenz des Punktes 
P, , also auch umgekehrt, 
P, die zweite Wurzel des 
Punktes P, , die dritte des 
Punktes P, , die vierte des Punktes P, u. s. w. sein. 

Nimmt man nun in Fig. 5 den Winkel P^AB — . 90" , dann 
•muss P .2 A in die Verlängerung der BA fallen, also der arith- 


metische Repräsentant des Punktes P, die Zahl — a‘ oder 
a* ( — 1) sein. 
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Weil nun weiter l\ die (^iuidr:itwur/.el des l’unktes /', ist, 
so folgt, dass der I’unkt i\ aritliuietiseh durcli die Zahl; 

J — a* = a |/ — 1 — ai 
dirrzustellen ist ; dass also : , 

das Verhundensein des Factors i mit einem Zahlenaus- 
drncke andeiitet, dass der durch diesen Ausdruck reprä- 
sentirte I’unkt in einer (ieradeu liegen muss, die im Null- 
punkt zu derjenigen winkelreclit stellt, welcher er angc- 
hören würde, falls jener Ausdruck nicht mit dem Factor i 
behaftet wäre ; 

dass, kurzweg gesagt, die imaginaire Finheit t das Zeichen der 
I’erpendikiilarität ist. 

.\usser dem I’unkt (Fig. 5 ) giebt es aber, wie man leicht 
überblickt, in der Zahlen-Ebene noch einen zweiten I’unkt /’{ des 
Winkels: 180 - 1 - 9 , und der Fntfernung o, dessen Quadrat eben- 
falls der I’unkt sein muss, so dass der Quadratwurzel ans 
der Zahl des l’unktes l\ zwei Werthe zukommen, die für den 
speciellen Fall: 9, = DO'’, wie das auch die Rechnung un- 

mittelbar ergiebt, -}- a i und — a i sind. 

Fs vcrtheilen sieh demnach, wenn ein für alle .Mal ausgemacht 
wird, dass die horizontale tJerade die Achse der reellen, also die ver- 
ticale die der iniaginairen Zahlen, dass ferner für ei^ste die Richtung 
vom Nullpunkt nach rechts, für letzte die Richtung vom Nullpunkt 
nach oben die positive sein soll, die Funkte, wie Fig. 7 es zeigt. 
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Nat'li CoiistHtiriing dieser Tliatsaclieu lassen sich die vor- 
liiutigniit: /,,/j u. s. w. he/.eicliueten Kiclitungscoerticieiiteii jetzt 
folgendennaassen hestiiunien. Setzt man in Fig. 3 t\ I A 
voraus, bezeichnet der Kürze lialher: A mit p, mit 9, 

dann muss der arithmetische Repräsentant des l’unktes J\ die 
/ald : p ? t’i "der wegen p - a cos 9,, 9 = « sin 
a = \ p^ If 9’, rt (cos 9, -l-esin^i), demnach: 


ebenso : 


/, = cos 9, + / sin 9, , 

/, = cos 9, + i sin 9, II. s. w. 


sein. Zahlen von der ztiletzt besprochenen Form: p q i nennt 
man kurzweg comple.v; werden dieselben aut die Form: 
/•(co8 9-j-‘><>ii 'fl gebracht, dann heisst: r==| 4^9’ der Modu- 

lus. Dieser .Modulus muss natürlich stets eine absidute Zahl sein, 
weil derselbe nur die Distanz des durch diu gcgehene complexe 
Zahl reprä-sentirten l’unktes vom Nullpunkt angicbt; der jedes- 
malige Werth des Winkels tolgt aus: tg 9 — -J oder: 

9 = arc ^tg = “*“)• * 5 " stellt z. 15 . die complc.xc Zahl: 

2 -j- 2 3 einen Funkt dar, der, wegen : 


2 -(- 2 ( l/ 3 — l/ 2 ’-f ( 2 j ' 3 )’jcos[arc(tg=^/ 3 )|-fisin|arc(tg=l/ 3 j)j 
oder : 

2 -(- 2 i ]/3 = 4 (cos 00 ' -|- i sin tiO”) 

aut einer Geraden, die mit der reellen Achse einen Winkel von 
tiO" einschliesst, liegt und vom Nullpunkt um 4 Längeneinheiten 
entternt ist. 

Haben p, 9, r und 9 wieder die obige Bedeutung, ist : 


also : 


p = r cos 9, 9 — j'siii9, 
p -f 9 i •■= r (cos 9 -{■ i sin 9), 


dann tolgt, dass die complexe Zahl p-\-qi nur dann verschwinden 
kann, wenn entweder r oder cos 9 -j- i sin 9 gleich Null ist. 
Letztes ist aber nicht möglich, weil cos 9 und sin 9 weder 
gleichzeitig verschwinden, noch cos 9 und «sin 9, sind diese Grössen 
vielleicht aucli mit entgegengesetztem N’orzeicheu behaltet, im 
absoluten Siime einander gleich sein können. p 9 « =r 
r(cus 9 -j- « sin 9) kann demnach nur gleich Null sein, wenn r es 
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ist. Dann aber muss aiieh : r eus tp = p und ir sin — qi 
versdiwinden , so dass man zu folgendem Satz gelangt: Eine 

complexe Zahl kann nur dann verschwinden, wenn 
ihr reeller und imaginairer liest and t heil gleichzeitig 
gleich Null ist. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass wenn ; 


d. i. wenn : 
ist: 

a — p 


a b i = p q i, 
u ~ p i (b — q) — 0 
0 d. i. a ~ p 


b — <y — U d. i. b = q oder bi = qi 


sein muss. Sind dcmnacb zwei complexe Zahlen ein- 
ander gleich. So müssen ihre reellen wie imaginairen 
lies tan dt heile einander gleich sein. 

Ist dasselbe lleelle mit demselben Imaginairen einmal durch 
Addition, ein andermal durch Subtraction verbunden, dann nennt 

man die in solcher Weise ge- 
Fig 8- bildeten comple.xeu Zahlen : 



zusammengehörig oder 
conjugirt. t'onjugirte 
Zahlen sind demnach stets 


von der Form: 


la -|- 6 1 
\a — bi' 


re- 


priisentiren also zwei Punkte, 
wie P, und P, in Fig. 8, wenn 
B 1 \ = B P, statttindet, so 


dass man auch hat: 


P, : a-f- 6 i = »-[cos 9 -|- i sin 9) 

Pj :« — 6t = r(cos( 360 “ — 9)-f-i8in[360'’ — 9)] = r(cos9 — isiiep). 


Nach diesen allgemeinen Hemerkungen wenden wir uns zu 
denjenigen Sätzen, nach welchen Rechnungen mit complexen 
Zahlen auszufüliren sind. 

Was zunächst die Summe der Zahlen: a (cos 9, -j- isin9,) 
und 6 (cos 9, -|- i sin 9,) anlangt, so ist für dieselbe bereits im 
Vorhergehenden die Zahl des Punktes P, (Fig. 3 ) gefunden, falls 
jene vier Grössen a, b, und 9, wieder ihre damalige Be- 
deutung haben. Man hat demnach in Rücksicht auf das Ge- 
gebene die Länge der A P, und die Grösse des Winkels 
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P, A Q, zu berecliuen ; ersieht sielt für erste p , für letzte ■}(, 
daun ist ; 

2 ) a (cos 'f, -(“ ‘ *■'* ? i) 4* ^ 'fl 4" ’ ?4 = ? 't* 4" * *”* 'i')- 

Kiiifacher jeilocli ist es, katt der KiiUermiiij'eii und Winkel 
die Abselinitte Q„ Q„ P, Q,, l\Qi einzululinui, die kurzweg 
mit /j, r, q und s bezeiebnet werden mögen, so dass die Zablen 
der l’unkte P, und 1\ bez. p -\- qi und r -f- * ‘ »edn müssen; 

alsdann ist, wenn P, Q, i zl Q, und i\ T j| vorausgesetzt 

wird, M\ l\ T ^ ^A I\ Qj, fulglieli : P, Q, = I\ T + TQ, 
= 1\ Q, + /', Q, -- 9 + » uml A Q, A Q, + Q, Q, 
= zl Q, 4- 1\ T = zl Q, -I- A Q, = p 4- r. Die Ztihl des 

Punktes 1\ ist domiiueh : p r i (q -j- ») I mit" erhält also : 

3) (p + q 0 4- ('• 4" » 4 = (p 4- »') 4- (y 4- ») *'■ 

Sind die Summanden nun imagiuair, also: tp, = <pj = 90“ und 
p = r = 0, dann erJiält man statt 3; 

4) q i si = (? 4 “ *) ‘'• 

eine auch leicht durch direkte Betrachtung zu begründende 
Wahrheit. 

Kür die Differenz ist die Schlussw'cise der vorigen ganz 
analog ; es ergiebt sich : 

äj) (p 4- ? ») — 4- » 0 = (p — »•) 4" (? -- *) *• 

6 ) q i — « i = (5 — s) i. 

-\ls das Produkt der beiden Punkte P, : a (cos tp, -f* t sin tp,) 
und P, : h (cos -p, -f* * **>" f i) d) i t bereits P 3 ; 

u b [cos (p, -|- p,) 4 » siu (fl 4“ 'fl)] ftelüuden, man hat also: 

7)a(cosp,4-isinp,).6(cosp,4-ismp,)=ra%os(p,4-p,)4-;sin(p,+p,)J 

oder wenn sämmtliche Winkel an den Punkten Q, und gleich 
90" vorausgesetzt und die Abschnitte: ^( 4 , ^^1 

Pj Q, kurzweg mit : p, q, r und s bezeichnet werden : 

®) Ip 4 " ?‘) {'■ 4 “**) = (t'OSf 1 cospj — sinp, sinp, -j- t’siii'f I cosp, 

4 -icosp, sinp,) 

= acos p, . h cos p, — a sin p, . b sin p, 4 " ‘ 
(asin p, . icosp, acosp, . 6 sin p,) 
= pr — qs-{-(rq-\-pe')t. 
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Hienuis wini für; =3 = tX)", d. i. für: p ~ r 0 , 

a — q, b — s: 

*J) 7 t . * t = (7 s) . (— 1 ) = — 7 » *). 

Dieses Ifcsultut crf'iebt sieli uudi direi-t durcli die Uelier- 
legiiiig, dass, wegen des linker Hand zwei .Mal vorknunneiiden 
Fact(trs i, die (ierade, welclio den l’iinkt des I’roduetes: qi.si 
enthält, mit der .\elise der piisitiven reellen /alileii einen 
Winkel gleich 180 ". einseliliessen, al.so mit der .\clise der nega- 
tiven reellen Zahlen znsanmienlällen muss. 

Ferner wird ans 8 für: -f, = ‘JO", ^,= 0 , also: p = 0 , 
a 3= 7, )• = 6, s == U; 

10) q i . V ~ ('"7) t 

lind endlich für: — 0 , 9^ = ‘JO", p -- o, 7 — 0 , r = 0 , 

K = b: 

11) p . s i — { p s) i. 

Zur liestiminnng des Quotienten hat man das ohne weiteres 
aus dem Vorhergehenden folgende Ge.setz; 


12 ) 

II (cos 9, + 1 bin fl) 


h 

a 


|cos(9j — 9,) -F «sin (9, — 9,)|, 


welches sieh auch dadurch ahleiten lässt, dass man linker Hand 


*) Oie ItcdeutuuK des Factors i lässt sich auch iVdKenderniaassen er- 
keiiuen. TräKt man auf einer tieraden, die in unserem frühiTen Hiwte mit 
der Achse der positiven reellen Zahlen bez. die Winkel: r, 2r, Sn, ir. — 
eiuscidiesst, vom Nullpunkt aus die I.äiiKe >t ab, so gelangt man zu 
einem Punkte, dessen arithmetischer Reiiräsentuit bez. o.(— 1), n.( — 1).( — 1) 
= «.(-!)’, «.(_l).(-l),(-l) = «.(-t)», 

= «.( — 1)* ... ist. Hieraus kann man schliessen, dass, wenn der Winkel des 
Punktes allgemein mit 9 bezeichnet wird, die letzten darstellende Zahl: 
1 1 
rt(— 1)** bein muss, worsuis für- 9 = wieder wie früher: a ( - 1) '' 

— («^”—1=0 1 wirrt Alsdann folgt weiter, dass die Zahl jedes Punktes, der 
weder in der ,\clise di-r reellen noch in der der imaginairen Zahlen liegt, 
coniplex, rl. i. von der Form; a-f ii = r (cos 9 -f- « sin 9) sein muss — 
Was nun die Recbnuiig mit imaginairen Zahlen anlangt, so zeigt man Jetzt 
zunächst, dass: i.t = — 1 sein muss und entwickelt darauf durch .VusfUhruiig 
des Prrrdiictes : 

(p "F '/ •) (r -f- »0 = u (cos 9, -F I sin 9,) . 1 / (cos 9 j -|- < sin 9 j) 

= n/<[cos9iCos9; — sin9,sin92 -F«(sin9 |Cos9i -|-8in9,i:trS9j)] 
= ab [cos (9, -f 9,) 4- isin (9, -f 9 j)J. 
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in 12 zunäcli^t Zähler nml Nenner mit ilem Conjngirten des 
Nenners niultijjlicirt. Miui tiiidet alsdann ; 

h (cus d- I sin cpj) 6 (ro s + < ‘’i» ’fji) “ ('■"» ?i — « »in 'f i) 

a (cos ff -\- 1 sin ^,) a (cos f i + i siinf i) <i (cos <p, — • sin :f i) - 

6(co8-f acosy | d~‘shr-(>tCos y I - <c os-f siii-f ,siii-f ,) 

CI (cos’ ^1 -f- sin’ :pi) 

= ?i 'fl I 4" 'fl 'ft 

— eos 9, sin <p,)| 

= ^ I«'« ('fl — 'fl) + ‘ sin (9, — 9,)|. 

Uelterliaupt in allen Fällen, in welchen die zu dividiremlen 
coraplexen Zahlen nicht direct in trigonoiuetrischcr Furm gegelK'ii 
sind, ist es zweckmässiger, nicht erst, um 12 amvenden zu können, 
jene herzustellen, sondern sogluich den Hruch aus Dividend als 
Zähler und Divisor als Nenner in der zuletzt aHgedeuteten Weise 
zu hchandeln. 


— 1 + 7 1 

(- 1 f 7 <)(I 

30 

204 10 1 

2 4 * 


( 1 + 30(1 

30 ■ 

10 ~ 

4 — fj ( 

(1 - (!0(2 

5 0 _ 

22-321 _ 

22 

2 + Ui — 

(2 4 50 (2 - 

■ 50 

20 

2!) 


Fndlich wird noch aus 12 tÜr: 9, — 9, = 90 " 



13 ) 

(m _ 5 . 
II 1 11 ’ 


Für: 

fl ’ 

= 0, 9 , = 

‘JO" 


14 ) 

bi b . 

a a 


für: 

fl ^ 

= 9 , = 

== 0 


15 ) 

6 _ 
(1 i 

h . 

~ l. 
a 


Für die Rerechuung des l’otenz- und Wurzel-Werthes einer 
complexen Zahl stellen wir zunächst den lölgenden Isatz auf. 

Wird in 7 statt 9,: 'f , -f* f i eingesetzt, so ergieht sich: 

(cos 9, 4 - i sin 9,) |cos (9, 4- 9,) t sin (9, + 93)) 

= ('f . + 'fl + fl) + ‘ «'» (f , 4 - fl 4- fl) 

oder wenn der zweite Factor linker Hand wieder in Rücksicht 
auf das in 7 liegende Gesetz in Factoren zerlegt wird: 

(cos 9, 4" » si“ 'f ,) (cos 9, 4“ ‘ 'fl) ('■'■» 9i 4 - i sin 9,) 

= cos (9, 4 - 9, 4 9,( 4 { sin (9, 4 - 9j 4- 9,). 
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Fülift mau in dieser Weite fort, vertauscht mit 
ts, mit !p, ... (pn_i mit ®n-i + ?", so erliält man ganz all- 

gemein; 

(cos tp, 4 " * ?|) ?J "I" * S'” ^j) • • • (‘■‘’S ?a "I“ *' ?■>) 

= COS (f, +?,-{- ... -j- <?a) + » sin (;p, -f- 9, -f- ... + 9„) 
nml hieraus für: tp, — 9^ = . . . = 9,, = + 9 : 

lü) (eos 9 + «’ sin 9)“ = cos «9 + sin «9. 


Diese unter dem Namen des Moivreschen Theorems vielfach 
angewendete Formel bleibt auch für negative und gebrochene 
Exjiouenten gültig; denn einmal folgt aus: 


(cos 9 + i sin <p )~“ 


1 

(cos 9 ± » sin 9)“ 


(cos 9 + 1 sin 9^“ 

(cos 9 + « sin 9)“ (cos 9 + • sin 9)“ 


(cos 9 1 sin 9)" 

(cos* 9 sin* 9)“ 


17 ) (cos 9 + i sin 9)““ = eos ( — » 9) + i sin ( — n 9) , 


und ein andermal aus 16 , wenn »9 = 9,, also 9 = ^^ gesetzt 
wird : 

^cos + i sin = cos 9, i * sin 9, 


d. i.; 

also auch: 


|/cos 9, + i sin 9, = cos ^ + i sin ^ 


18 ) ]/(cos 9, ± t sin 9,)"’ = cos 9, + t sin 9, . 

Die Anwendung der Formeln 16 , 17 und 18 für obige 
Zwecke liegt auf der Hand. Die zu potenzirende oder radicirende 
complexe Zahl: wird zunächst auf die horm: r(cos9 

-j- t sin 9), wo : r = ]/p* 5* und tg 9 = -^ ist, gebracht; als- 
dann hat man ohne weiteres: 


(P + 9 ')” = ” ? + * " '■?) 

(p 9 0 ~" — 1 ” 'f ) ‘ ) 

yp -f qr= yr (VOB -f £ sin ?-). 


Z. B.: 

(1 -)-£)’ [^/^(cosT.ö'-l-i'sinAo“)]’ = |/ 2 ’(cos 31 ö“ -j- £sin 31 o'’) 

= 8(1 - £) 
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|>8+8tV3 = 1^16 (cos (>0“ + i sin ÜO") 

= V>16(cosl5'> + ‘sinl5“) + V''i)+ 'd 4' l'i)- 

Aus den für Potenzen und Wurzeln erhaltenen Werthen 
complexer Zahlen laissen sich uninittelhar die Werthe derselben 
Potenzen und Wurzeln aus denjenigen complexen Zahlen ahleiten, 
welche zu den ersten conjugirt sind. 

Weil nämlich conjugirte Zahlen stets von der Form: 
a bi = r (cos -j- t sin ») 
a — bi = r (cos — t sin 9 ) 

(siehe 1 ) sind, weil weiter für jedes reelle n : 

~ [r (cos 9 — r" (cos n 9 -(- i sin « 9 ) 

(P — V •')“ = 9 — ‘ **** '?)]” ~ ” 9 — *' *'*’* ” 9 ) 

stattfinden muss, so folgt, wenn mau )•“ cos « 9 = /•’, r"siii M 9 =(^ 
setzt: 

19) (P + 9 O“ = z^+a.- 

20) (p — qi)n=P^Qi 

d. h. Conjugirte Grössen mit derselben reellen Zahl 
potenzirt oder depotenzirt geben Conjugirte 
Resultat e. 

So erhält man demnach ohne weiteres aus letzten Beispielen : 

( 1 - 0 ’ = 8 ( 1+0 

y^s^HiVs = + Vi) - { (]/i + ;/+. 

Für den be.sonderen Fall der Quadratwurzel aus comple.xen 
Zahlen lässt sich dieselbe auf folgendem einfacheren W'ege, ohne 
Benutzung des Moivreschen Satzes, berechnen. Setzt man 
nämlich : 

]/a + = a; + yi, '\^a — bi = x — yi^ 

wo: a, 6, X und y reelle Grössen bedeuten, so folgt durch 
Quadi'irung: 

a + 6i = x’ + 2xyi — y^, a — bi =■ x’ — 2xyt — i/’. 

Es muss demnach; 

a = — y‘‘, 2xy = b 

oder auch : 

a’ =. X* — 2x’y’+^‘, 4x’y’ = 6’ 

stattfinden, welche Gleichungen addirt: 
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x' + 2x^,f + ,y‘ (x’ + ^ «’ + 

il. i. 

x’ + .v’ + I «i'qrp^ 

gellen. Mieses in Verbindung mit x* — y^ — a liefert endlich ; 
2x’ = a l_ 

1 ' rt i l^n’ -f l'es ist jezt leicht zu erkennen, I 

^ ' ' g dass nur <his obere Zeichen | 

^ I /.r ^4 I /-ulässig ist. 

^ i * g ' weil für das untere xuml iy) 

imaginair werden würden, j 

so dass man erhält : 

21) |/n + tf ± [Y'^-^yf^K + y 

22) 1/ä - 6 I- [ ypry _ 1/- « i ? ] 

Z. I{.: ] lti+“3tJi- == ± 

. ^_yy-'li±SFj'<^^]=.+,ö + 30 


I 77-i.i/-^ i[|/^ t-' '"'•v 

Die lierechnung der dritten Wurzel aus complexen Zahlen 
ohne .\nwendung des .Moivreschen Satzes Werden wir später 
lehren. 

Knthält die zu iiotenzirende Zahl mir einen imaginairen He- 
standtheil, ist diesellie alsff von der Form: ai, dann lässt sieh 
allerdings wohl in der früheren Weise ihr I’otenzwerth bestimmen, 
da: a i = o {cos !K)" -}" f sin IK)"); folglich: (oi)" = a" (cosn.tM)" 
-|- t sin M . tlO") sein muss; einfacher ist es jedoch, in Rücksicht 
auf das aus t) leicht ahziileitende (lesetz: 

2.3) (fl i)" = fl" . i" 

zu rechnen; alsdann bekommt t" bez. den Werth -f- 1, -{■ h ~ 1 
oder — i, jenachdem n durch 4 dividirt den Rest 0, 1, 2 oder 
i$ lässt, weil ; ( i*") = (/*)" = (-j- 1)“ = -f- 1, i‘" * ' <■*" . i' = -]- i, 
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l*“+* = »*“ . — 1 lllld i<n+3 ^ ,-S _ 


i ist. At'lm- 


licli ist es mit <ler Wurzel aus ni, mau kann die Formel: | '7/ j 

= |/aleos 1- I siu ^ ) lieuutzeu oder, und das ist zwc'ck- 

luiLssif'er, von einem VerfiiluTU (ieliraueli maelieu, welclies weiter 
unten erwähnt werden wird. 

Nachdem wir noch liemerkt haben, dass die Hestiuinuing der 
Potenz und Wurzel für imaginaire Kxpoiienten die Kräfte der 
Arithmetik überschreitet, dieser Punkt also hier unerledigt bleiben 
muss, wenden wir uns schliesslich zu einem (iegeustaude, von 
dem bereits in uusefeu zu gegenwärtigem Abschnitte eiideitenden 
liemerkungen die Ueile war, uäudicli zur l’estimmuug aller 


Werthe des Wurzelausdniks wo der Allgemeinheit, halber 

« eine comple.xe Zahl, etwa: « — p qi — r(eos tp -f- i siu -p) 

(’■ =f I' P* "f" '/*' bedeuten soll. 

Wegen : 

ti4) I + rt = tsiii'p) = I c(^cos -f-/'sin 1 

kommt es, weil iler Modul r, wie l>ekauut, eine absolute Zahl 

ist, also |- r wie cos ^ -f-isiii einen einzigen Werth hat, nur 

darauf an, alle Werthe des letzten Factors: J +1 zu erhalten. 
Setzt man zu dem Zwecke: 

M - 

1+ 1 — p (cos tj, -|- t sin <]/), 
dann sind p und 'J< so zu bestimmen, dass bez. : 

5JÖ) p“ (cos u -(- t siu II ’J/) = -(- 1 und 

2(5) p" (cos M 'J. i siu II *J() = — 1 
sbitttindet. Die rechten Seiten der beiden Gleicbungun 25 und 
2ü sind reell, folglich muss : 

p" siu II — O 

und weil die Anualiine: p" = 0 zu p=0, d. i. zu dem .Absur- 
dum: 0 = -(- 1 und 0 ■= — 1 führt, also unmöglich ist: 

sin >1 <}( = 0 


sein. Hieraus folgt : 

11 -Jf .= 0, jt, 2 3 z, 4 z ... 

d. i. eine lleihe von Winkeln, deren Cosinus bez. 1 und — 1 


Digitized by Google 



176 


ist. UelKTlegt niuii nun, dass p eine absolute Zahl bedeutet, so 
sieht man, dass für nur die Winkel; 0, 4- ... fiir 26 

nur die Winkel: t.. 3t:, 5 k, 7- ... zulässig sind, dass deniiiacli 
für 25: >i •)< = 2 kr., für 26: n<!f = (2A- -f- 1 ) k, wo unter k 
irgend eine ganze positive Zaid zu verstehen ist, sein muss, wo- 
dureh 25 und 2(i bez. in : 

p" (-|- 1) = + 1 p“ ( 1) = — 1 

übergeben. Es muss deranaeh p", folglich auch p gleich der 
absoluten Einheit, und für 25: 0 , für 26: i = 

‘ M ' fl 

sein, so dass man erhält : 

n n 

26) \/^- a — \/^-^ r (cos 9 -f- t sin 9) 

,"/■ ( I '^\ ( 21‘k , • ■ ‘Z k r.\ 

= J/r(cos— -j- i sin — 1 1 cos f-isin ) 


n n 

27) y — a = |/ — r (cos 9 + i sin 9) 

= K cf cos -j- 1 sin ^ Wcos = — — |- t sin 


wo k jede beliebige positive Ganzzahl sein kann. Es scheint 

demnach, dass dem)/-)-« wie ]/ — n unzählig viele verschiedene 
Werthe ziilcommen. Weil jedoch : 

cos (2 K -|" <*) = cos a und sin (2 r + <») = shi a 
ist, so resultirt aus den beiden letzten Eactoren rechter Hand 
in 26 und 27 für zwei Zahlwertbe des A', deren Difterenz gleich n 
ist, z. li. für : A = a und A = /i a , was immerhin a auch 
sein möge, das nämliche: 


2 (n + a) K 


COS 

n 

sin 

2 (n + a) r 


n 

cos 

2 n + 2 01 -fl 


fl 

sin 

2n-f 2a-f 1 


( 2ajr,„\ 2 an 

„ - + 21:) = COS — ; 

/‘Zar. \ 2ar 

= s,n( 4. 2 k) = sin — , 

, = cosf-^K + 2K)=cos^-^t-' 
K = Sill f ’+i K + 2 K ) = sin 


folglich reduciren sich alle aus 26 und 27 abzuleitende W'erthe 

n 

des ]/3: a auf n verschiedene und werden dadurch gewonnen, 
dass man in 26 bez. 27 statt A n auf einander folgende Zahlen 
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der natürlichen Zahlenreihe, am einfachsten die Zahlen: 
0, 1, 2 ... (n — 1) snbstitnirt. 

Diese n VVertlie sind für ein reelles n, d. i. für ^ = 0: 


28) a = + 1 !>;, ( cos ' * ’l + ; sin ) 

l''a 1 ^ für A: = 0 


I o - 2 - 

cos 1- t sin — . A = 1 

H ‘ H 

i-os — i sin ,, k = 2 


4 t: 4 - 

icos — isin — - , k = n — 2 
n n 


1 cos 


I sin k = n — 1. 

n 


Unter denselben befinden sich für ein gerades » zwei reelle 
Werthe: •- 1 und — 1 für k = 0 und A=-|-; für ein ungerades 
n ein reeller Werth: -|- 1 für A = 0. 


29) V_« ==|/ä(cos + 

= ]/ä ( cos — ii-f"tsin— r für A = 0 


I ^ ■ 3 7 , 

icos — z + tsin— K _ A=1 

I n ' II ” 


3 . . 3 

Icos — t: — i sin — i: 
n n 

, 1 . . 1 
COS — - — t sin 7t 
n n 


A = n — 2 
A= n — 1. 


✓ 


Dieselben sind für ein gerades n siimmtlich complex oder 
einfach iniaginair: dagegen für ein ungerades »» befindet sich 

unter ihnen ein reeller Werth : — 1 für A = . 

Ist die zu depotenzirende Zahl einfiich imaginair, also ip =90°, 
dann wird aus 2t> und 27 : 


12 
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r W" , . ■ fK)“V 2kr. 2 k r.\ 

30 ) J, +IS 1 M -)(««---+ ‘Sin 

,V / 4i-|-l I . ■ 4< + l \ 

= ]A(cüs - + t sin , 

= V^i I cos 2*-^ - + ‘ sin .>7, - Tür A: = U 

V'^'" ‘A + ‘ ®‘" A " ^ ^ * 


7 

/cos 5- 
2 n 


t sin 

2 II 


k — n — 2 


cos ^ t: — t sin ^ t: „ k 11 — 1. 
2 n 2 II 


31) K-«/^l>4-os^-+isin^X--:-+'- 

,v /' »A+3 , . • 4< + 3 \ 

:= 1 /« cos — ~ r 4- t sin — - ), . , ,> 

^ 2n 2 II /k = 0 , l ... (n— 1) 

r=l/ij[ COS :— - 4- t sin 5^ t: für fc = 0 

' l 2 II 2 II 

Vos II 4- t sin , A = 1 

2 II ' 2 II 


•I . . ;i , ..j 

Icos „ - - — 1 sin i, ~ > K = n — i 


I 1 .1 

cos r - " — t sin ; 
2 11 2 11 


A: = 11 — 1 . 


Alle Wertlie in 30 und 31 sind einfach iniaginair oder 
ccmjilex. 

Beispiel: 


V^-|-G4 = l/t>4.V^+l =/'^ (cos 0 I sin 0) =2(+l) = + 2 

( 2^cos ^ + i sin g ^ = 2 ^ 1^3^ = + l+»y3 

j2^cos |n4«sin| r^ = 2^— ^-l--^)/3^= — l+i>'3 
1 2 (cos t: + •' sin r) = 2 (— 1) = — 2 

j 2 ^cos I s + 1 6in-|- T.^ = 2 y — y V^) = — 1 — t l/3 

\ 2^cos y " + ‘ sin y ^ ^ ~ y ~ ‘l'^- 
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V'_ 81 = my-\ J H^cos 1 4- , sin ^ 3 ( 1 1 / 2 +1 1 / 2 ^ = 

ja^oos ^;:+i8in|7T)=3(-^ l/2+-^K2)=- 
Wcus |r+isin| it)= 3(-i l,'2 - Y 1 =ä)= - 
(3(008 J z+isiu J jT^-= a(^ V'i - Y ^ “) = 

^-fTa7=i/'wJ'+'=l-l(c»s|^^ =4^+1 1,^4- 0 

|4(cüS-|.:4- «sin f «^)=4 (~| /3 4- 

[4(008 -^n + isin g rc ^=4 (— ») 


-|k'-'+«|l iä 
- | K2-( |v '2 

= 4-21/34-2. 
= -21, '3 4-2.' 
= — 4 1 . 


12 * 
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Lehre von den Gleichnngen. 

Den Hogritfen der Potenz und Wurzel zufolge ist von den 

n _ 

beiden Gleichungen: x" = + a und x =]/+o die eine stets 
eine unmittelbare Consequenz der anderen. Es fällt darum die 
Berechnung einer Wurzel, womit wir uns in den letzten Ab- 
schnitten beschäftigten, mit der Lösung einer Gleichung, in der 
nur irgend eine Potenz der Unbekannten enthalten ist, zusammen. 
Betrachtet man nun die Lehre von der zweiten , dritten . . . 
Wurzel aus reellen oder imaginairen Zahlen in der That als eine 
Theorie der Gleichungen von der Form; x’= + a, x’ = + a..., 
so knüpft sich in ganz natürlicher Weise an unsere letzten 
Untersuchungen die Frage nach der Lösung der vollständigen 
Gleichung : 

1 ) = 0 . 

Aus der äusseren Gestalt der Summe linker Hand lässt sich 
offenbar nicht ohne weiteres erkennen, ob Gleichung 1 für jedes 
ganze positive n mindestens eine Lösung hat, d. h. ob für 
jedes « stets mindestens ein endlicher Werth von x existirt, 
der in obige Summe statt x eingesetzt, dieselbe zu Null macht; 
es wird darum, bevor wir die einzelnen Lösungs- Methoden der 
Gleichungen entwickeln, zunächst ein allgemeiner Xachw'eis der 
Möglichkeit der Lösung geführt werden müssen. Ehe wir 
diesen beginnen, machen wir noch auf einige Bezeichnungen auf- 
merksam, die in der Theorie der Gleichungen allgemein gebräuch- 
lich geworden sind. 

Ist nämlich die Gleichung so geordnet wie in 1, dass also 
der ganze Ausdruck auf Null reducirt ist, dann nennt man die 
linke Seite das Polynom der Gleichung. Wir werden dieses 
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mit A' bezeichnen, also 1 kurzweg: X = 0 schreiben. Je nach- 
dem in A' die Unbekannte höchstens in der Iten, 2ten, 3ten ... 
Potenz vorkommt, nennt man sowohl A' wie die Gleichung : A = 0 
seihst vom ersten, zweiten, dritten . . . Grade, so dass also 1 eine 
Gleichung n ten Grades ist. Und endlich wird jede Auflösung, 
d. h. jede Grösse, welche statt x in das Polynom X eingesetzt, 
letztes zu Null macht, eine Wurzel der Gleichung A' = 0 ge- 
nannt ; die Lösung einer Gleichung besteht also in der Berech-' 
nung ihrer Wurzeln, und die Möglichkeit der Lösung ist be- 
wiesen, wenn die K.vistenz mindestens einer endlichen Wurzel 
dargethan werden kann. Dieses soll nun geschehen. 

Die allgemeine Form der Zahlen ist die complexe ; wir 
setzen darum: x — p-}-gi = r (cos t i sin t) und zeigen, dass 
stets mindestens ein endlicher Werth von j> und von q existirt, 
für welchen X verschwindet. Werden die Coefticienten a„, a, ... On 
in A', um jedem Fall zu begegnen, ebenfalls als complex ange- 
nommen und zwar: 

(cos t)„ -j- i sin l)„), a, = p, (cos 0 , -f- t sin 1 ),) . . . 

Oa = Pn (cos ()„ -j- i sin i>n), 

so wird aus X für x = p q i = r (cos < -|- t sin t) in Rücksicht 
auf 16 pag. 172 und pag. 171 : 

-F 3 1 = r (cos t -f - 1 sin t) 

= p„ r» [cos (n < -(- t>o) + (”< + *>o)] + p I '‘““‘[cos ((n — 1 ) < -(- Ü ,) 

-f- tsin ((n — 1 ) t -f »,)] 

+ p, r“-* [cos {(n — 2) t -j- t>,) -f- i sin ((?» — 2 ) « - 1 - Öj)J -j- • • . 

pn (cos i>n -f- i sin hn) 

und wenn man das ReeUe und Iraaginuire zusammenzieht: 

3) = p -(- 51 = r (cos < -(- «■ sin t) 

= p„ r” cos (n t -f- ft„) -f~ Pi ((”~ ^ " 1 ” b,) -f“ — "h pn COsftn 

-[- i[p„ r" sin (n < -F b,) p, r“~‘ sin ((n — 1 ) <-[- Ö,) + pnsinÜn] 
oder kurzweg : 

4) A = P+Qi 
falls man setzt: 

5) P— p,,r"cos(n<-(-tt„)-(-p,»’“~‘cos[(n— ljt-|-bj-}-— “Fpn^o^bn 

6 ) Q = p„r“ sin(n< + b„) -}- Pi L(“ — 1) b,] -|- ... -F pn sin Ön. 
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Eine complexe Grösse: P Qi kann aber nur dann ver- 
scliwiuden, wenn das Reelle und Imaginaire für sieb versehwindet, 
d. i. wenn P = 0 und Q i = 0, also Q = 0 ist, unter welchen 
Umständen also auch: S = P’ + Q’ verschwindet. Und um- 
gekehrt kann : -|- Q*, die Summe der Quadrate zweier reeller 

Grössen, nur dann gleich Null sein, weTin: =0 und Q’ = 0, 

d. i. wenn P 0 und Q = 0 statttindet, wenn also auch 
P Q i = A' = 0 ist. Hieraus folgt , dass von den beiden 
Gleichungen : 

A = P-\- Qi = 0, 5 = P’ + Q’ = 0, 
die eine eine unmittelbare Consequenz der anderen ist, dass die 
eine ohne die andere nicht existiren kann, so dass der Beweis 
des Satzes : A' — 0 hat stets mindestens eine endliche Wurzel, 
gefuhi't ist, wenn skdi nachweisen lässt, dass es stets mindestens 
einen endlichen Werth des p und des q giebt, für welchen S 
verschwindet. 

Aus 5 und 6 folgt nun aber : 

.S = /« + Q’ = P" pl -f r*-» pj -f p’ + - + 

-f2r*”-'p„p,cos(t-l-»,- !>,)-[- 2r»"- *p„p,cos(2<-f-l)„-l),) 
-}- ... -1- 2 r” p„ p„ CO.S (tU -}- — !)„) 

-f 2r“-''p, p,cos(i!-f l> , - 1),) -j-2r“- <p, p,cos(2<4- 1) b,) 
4-...+2r“-'p,p„cos[(«— — 1)„] 

-|- 2 r pa_l Pn OOS (t -|- bn_l — lln) 


oder wenn der Factor i-*" gezogen wird : 

7) S=P' -f- Q’ = r»°[^p» I I p;+2p»piC08i2t-|-bo-82) 

I I 2Pn_lPnO‘'*('+»n_I-»n) , P? ] 

“l “I !fn-l ' r*“J’ 


In diesem Producte rechter Hand muss der erste Factor: 
)•*” mit r wachsen und für ein unendlich grosses r elwnlälls un- 
endlich gross werden; dagegen müssen sämmtliche Bcstandtheile 
des zweiten Factors, mit Ausnahme des ersten: pj, desto kleiner 
ausfallen, je grösser r wird; mau kann demnach sagen, dass sich 
S mit zunehmendem r immer mehr der Grenze: r^.pj nähert, 
also für ein unendlich grosses r ebenfalls unendlich gross wird, 
dagegen für jedes endliche r einen endlichen Werth hat. Nun 


Digitized by Google 


183 


ist; r — n'‘ \ tVilglich kann r mir unemllicli gross werden, 

wenn p, oder wenn q, wler wenn p und q es gleiclizeitig sind, 
und muss umgekehrt jedem eudliclien Wertlie des p und q auch 
ein endliches r, also auch ein endliches »S entsprechen. 

Denkt man sich demnach in S statt r und statt t oder statt 
p und statt q eine Heihe endlicher Wertlie eingesetzt: 

4"/.* = (cost, -j-isiut,), + — r.fcost, + i'sint,) ... 

/>.u + Y'"‘ = '■■u C-'os<.„ -f siiW„.) 
so kann keins der Substitutions -Resultate, die wir mit: 

bezeichnen wollen, unendlich gross, aber auch wegen; <S'=:/'’-{- Q* 
keins negativ aust'allen. Von allen diesen, im allgemeinen unter 
einander ungleichen Werthen: S', , 8, ... sei .S, , der für: 
X = /I, -j- 9, t = (cos -f- t sin t,) rcMillirt, der kleinste, dann 
muss, wenn irgend eine von; -i^ verschiedene complexe 
Zahl mit: 


= (cos -)- i sin t,) -f- ^ p (cos it i sin t() 

und das entsprechende Substitutions-Resultat mit: -|- Q’ 

bezeicbnet wird: ' 


f) [*> - = (1% + %) - in + (ii)] > « 

statttindeu, welche endlichen Wertlie auch h und k, oder l, A, und 
A, reiirä-sentiren mögen. 

»S’ß hisst sich nun aber t'olgendermassen berechnen: 

Aus: X — a„ x" -j- u, x"“' -1- . ■ . -|- Oa~i x o„ 

erhält man zunächst für x = -|- Yß * = (cos -j- i sin 

-f- Z p (cos !) -f- i sin It) : 

■'■'ß h„ 4- t sin «„) [ r, (cos -f- » sin -f l p (cos It -j- i sin i>) ]■ 

-|- j> , (cos i) , -j- isin it , ) [r, (cos/,^ -f- i sin ) -f- / p (cos It i sin I) 


4- pD-i(cost)„_i-f tsinl)a_i)fr,(cost,-f i.sint,)-f/p(cos« h)| 
-j- p„ (cos lt„ -f- i sin lt„) , 

oder wenn die verschiedenen Potenzen von : Pß 4" * ausgeführt, 

*) Ks ist; h = lhi, k = lkt, und: A, -(->*,= p (cos » -p i sin ») gesetzt. 
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und die coniplexen Coefficieiiteii der Potenzen von Zp(cosi>-t-isinO) 
der Kürze halber mit: 

(cos 1\ + i sin 7;),- h', (cos 7’, -f- i sin 7’,). 

(cos 7 3 -f i sin 1\\ . . . /i'„(cos 7’„ -f ' 3'’,.’) 

bezeichnet werden: 

10} = ‘’'^x=r,(costa + 'sinta) + /p(costt+isin») 

= 7.'„ (cos 7; t sin 1\) 4- 7i‘, Zp [cos (T, + Ü) 
+ sin (7’, -f- bl| + isin(7’, 

-f 2b)] ... 4--/'n-ii"“'p"“'[cos(7’„_,4-(n— l)b) 

-|- i sin (7’„_i (h • 1 j b)] + /i’„ (" p" [cos -j“ ” 

4- i sin ( 7’„ 4- «b)) 

demnacli in Rücksicht auf unsere frühere Bezeichnung: .■^’j.=p+j« 
= P+di-. 

11) ^ ^ x=p.^-\-q.^i ~ j: = ra(cosfa-|-ism(a)d-tp(cos»+isiii») 

=7f Q cos 1 p4“ \ ^peos( 7 |4" b) 4~7f 3 p* cos ( 7*34" 2 b) 4~*** 
4-74_,^-'p"-'cos( 7'„_.4-(«-1) b]4- 7f„i!”p"cos(7„4-«b). 


12) — Q,. = ,-^(cosfa+<sinta+fp(co8bd-isinft) 
= 7i’„ sin 7\ 4* ^‘1 ^p sin ( 7’, 4- b)4- 7i*3 7 p’ sin ( 7’,4-2 b )4~ ... 
4- /f „ -I l"-' p"~‘ sin[7„_i4- (n— 1 ) l> j 4” ^'n ^ p” siu( 7„4- "b ). 

' Hieraus folgt für ( = 0 : 

■^x=ra(cos<a-|-i'sin<a) ~ ~ ^^0 ^0 

^x=ra(cos<a+isinfa) ~ ^•x ~ ^^0 ^0 

also in Rücksicht auf die allgemeine Relation: <S— 7'”4-Q’: 

13) Ä, = /” 4- Ql = K oder: R, = V^\ 

und weiter lä.sst sich jetzt erkennen, dass die Moduli: 7f,, 

7f, ... Rn nicht gleichzeitig verschwinden können, weil die An- 
nahme: 74 = A'3 = . . . = Rn = 0 zu: 6'^ = R\ — <S, führt, was 
wegen >■ unmöglich ist. 

Betrachtet man jetzt: P^ und Qß als zweitheilige Summen, 
dann ergiebt sich für ; iS’a = PI -j- . wenn gleichzeitig statt : 

I p p 

R\ und 77j bez.: und gesetzt wird: 
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-4- f"p"7i’n( l'Os7„-j-/l it) |-t-[/p 7i',COs(7 ,-j- il)-4-/*p’/i’,('OS ( 7 J 
-f- 2!))-4-.-.-|-/“p“7i„i’os(7’„-4-iii) 2| ‘S^siii 7(,[/pA’,siii(7 , 

i>) -|- l’p’/i, sin (7 j -{- 2 i)) -|- . . . Z"p"7’„ siii (T^n -|- « 1))] 

+ p 7i’, sin (7-, + i») 4- P p’ R, sin {T, + 2 tl) + . . . 
-f p” A’n sin (7’„ -j- n U )]’ 

oder: 

14) 6'ß — *8, = p |/i', eos(7', ■ — 7 cos (7’, 

— 7'„-f"^^*lj+ -j- 

( A-, ros (T, + H) + / ? A, cos (7', + 2 S)) + ... 

I j \ +^"~'p““‘^‘’nC0s(^’n+»4))]’ + l 7i’,sin(7',-|-i>) 
j Ji 2 sin ( 7 j 2 *'*4 p”~* 77„siTi^ 7 „ 

Der zweite TJieil dieser Summe, welche den Werth von 
— 'S, darstellt, und die daher stets >Ü sein muss, ist, weil 
in ihm nur Quadrate reeller Grössen enthalten sind, für jedes l, 
p, A, 7’ und tt positiv; der erste Theil dagegen: 

2J/'S’Jp[/7,eos(7’.-7;+-it)+...| 

kann, weil in ihm der ganz beliebig bestimmbare Winkel 8 ent- 
halten ist, ebenso gut positiv wie negativ ausfallen. Es kann 
demnach — Ä, für jedes beliebige fl, d. i. für jedes p, l und 8 
nur positiv sein, wenn : 

2^/6;fplA.cos(7’,-7;+8)+...+/“-y— 74c'os(7;-7’.,-fn8)]=-0 

und weil A, , A, ... J{„ nicht gleichzeitig verschwinden können, 
wenn jS, = 0 ist; weil also endlich Sß — 6', > 0 stattfinden 
muss, so folgt mit Xothwendigkeit: 

S, = 0. 

Gegen die Ilichtigkeit dieses Schlusses lässt sich nur ein 
Einwänd erheben. Wenn nämlich bewiesen werden könnte, dass 
der erste Summand in 14 stets kleiner als der zweite ausfallen 
müsste, dann folgte nicht unbedingt aus: — 6', >• 0 : = ü. 

Dieses lässt sich aber nicht nur nicht beweisen, sondern es ist 
leicht zu zeigen, dass, wenn der erste Summand verschieden von 
Null ist, derselbe stets grösser als der zweite gemacht werden 
kann. 
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Hut man nämlich eine nach ganzen Potenzeti von x ge- 
ordnete Summe : 

« , u! -j- a j a;’ -j- a, -j- ... a„ x" , 

80 lässt sidi stets, was immerhin auch «, , ... für Wertlie 

hal)en miigen, ein Werth von x bestimmen, für welchen : 
a, X > a,x’ «3 x’ ... -j- «„x" 
statttindet. .\ngenommen, der grösste der Coefticienteu : a,, 
a, . . . rt„ sei h, dann wird offenbar derjenige Wertli von x der 
letzten Ungleiebung erst recht genügen, für welchen; 

n, X > h[x' x’ -(- ... -f- x"J 

oder; 


a, >i.x(l-fx + 
ist. \nn folgt aber aus; 


*) 


1 -f X -j- 
dass für jedes positive x; 


I n W 1 ^ 1 ^ / 1 j'l t 

+ ^ = -T-x-=- 


1 + X -f ... + X"-* < Y _ - 
sein muss; giebt es also ein x, für welches; 

ist, so muss für dieses umsomehr; o, > 6 x( 1 -f- x-j- . . . -f- x"-^) 
ein. .\us n, 6 x erhält man aber; a, — a, x hx, 

tt, 5 oder; 

= tti 

X < — . 

tt, -b 6 

So wird also in; 2x -f- 7x’ -f- 3x’ -f- 4x* -t- öx“ das erste 
Glied 2x grös'ier ausfallen, als die Summe aller übrigen Glieder, 

gesetzt wird. Wir haben allerdings 

bei unserer Untersuchung sämmtliehe Glieder mit .Vusnahme des 
ersten als mit gleiirhen Vorzeichen behaftet vorausgesetzt; hier- 
durch wird aber die .\llgemeinheit unseres Resultates keines- 
weges beschränkt. Itenn man siebt leicht, dass, wenn M,x>a,x’... 
tt„x“ für gleichzeitig positive , a, ... «n statttindet, dasselbe 
erst recht für Coefficientcn mit abwechselnden Zeichen gültig 
sein muss. 

Der für in 14 erhaltene Werth erscheint nun als 

eine Summe nach ganzen l’otenzen von l geordnet, und zwar 
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eiitliält (las erste Glied: 2YS^l^li^ cos (7’, — T„ -j- Ol die 
niedrigste Potenz. Wegen A = lA,, k — Ik,, wo A und k be- 
liebige encllielie Grössen sind, kiinn l so kjeüi genommen werden, 
wie mau nur will, demnach auch so klein, dass in: 


ml + HP 1>P+ ... 

das erste Glied: ml grösser austallt, als die 8umnie aller übrigen 
Glieder. Hieraus folgt demnach, dass der vorhin gemachte Hin- 
wurf gegen den Schluss: 8.^ = 0 aus: 8^ — > 0 unbegründet 

ist, dass also stets mindestens ein endlicher Werth von x = p 
-j-ji e.’fistirt, für welchen 8 verschwindet, dass: 

die Gleichung A' = 0 stets mindestens eine end- 
liche Wurzel haben muss. 

Nachdem dieser Fundamental - Satz für die Theorie der 
Gleichungen bewiesen ist, wenden wir uns zu einer Conse([uenz 
desselben in Bezug auf die .\nzahl der Wurzeln und zu' einigen 
ihrer allgemeinen Higenschaften. 

Eine Gleichung von der Form: 
a„a;" -f- a,jc" * Ob_iX + «n — 0 

lässt sich durch Division mit a„ stets in: 


~n-I 


-\- ‘ X 

«0 


-f- X" 

a<i 


+ ■■■ + 


“n — I 
«0 


:r -f- - 0, 

(»II 


und, wenn die bekannten Coefficienten : , — ... -kurzweg 

«0 «0 «u 

mit: A^, ... A„ bezeichnet werden, in: 

15) x"-‘ -f zl,X"-*4- • • • +^n_ia--|-^n = 0 
verwandeln. Alsdann nennt man das Polynom der Gleichung 
oder die Gleichung selbst: gut geordnet. Wir setzen in dem 
Folgenden stets gut geordnete Polynome voraus und bezeichnen 
dieselben kurzweg mit A'n, An_i . . . A',, A', , A', , jenachdem sie 
vom nten, (n l)ten .. . dten, 2ten, Isten Grade sind. 

Xii ~ 0 (15) hat, wie wir gezeigt, stets mindestens eine 
endliche Wurzel. Wird diese mit a, bezeichnet, dann muss: 

16 ) aj .d, a"”‘ -f- d j a" * -|- .dn— i 'z, -j- d„ = U 

stattfinden, welche Gleichung, durch Subtraction mit 15 ver- 
einigt, giebt: 

17) (x" — aj) 4- d , (x”-‘ — a”-') -f d . (x"~* — 

d„_, (x — a,) = 0. 
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Da nun: jc^ — ctj" für jerles ganze positive p duix-h 
X — ot, ohne liest theilbar ist, so kann jedes Glied der linken 
Seite in 17, also auch die ganze Summe durch (»— a,) ohne 
Rest gelheilt werden, und man erhält, wenn 17 zunächst auf 
die Form: 

a,-” 4- >1 , x-"-> + . .. + yl„_,a — (a“ + .4,a-;-‘ 4- * + • • • 

-f- -i4o_i c(,) = 0 

gebracht und ausserdem wegen 16: 

— («? + ^1, + . . . + 

berücksichtigt wird: 

Ist a, eine Wurzel der Gleichung: A'„=r0(15), 
d !i n n muss X„ durch x — a , ohne Rest theilbar 
sein. 

Der Quotient, welcher bei dieser Division resultirt, ist offen- 
bar ein gut geordnetes Polynom vom (« — l)ten Grade, d. i. ein 
Ausdruck von der Form: 

18) X— ‘ 4- ZI, X'-* 4- ZI, X»-» -f ... 4- Z3„_jx’ 4- ß„_,x 

4* Z?„_i = Xn-l 

in welchem die Coefficienten ZI,, 5 , ... Ba—i zu denen der ur- 
sprünglich gegebenen Gleichung in einer solchen Beziehung 
stehen, dass, wie man durch Ausführung der Division leicht 
erkennt: 

/ ^1 4~ — B, 

= ß, 

\zl,-f a.ß, = ß, 

19, 

j Aa—i 4" a, ßn-3 = ßn— ! 

I -dn — 1 4" ®1 •®n— 2 = ßn — 1 

’ A, 4-^,ßn_. = ß„ = 0 

stattfinden muss. In Rücksicht hierauf lässt sich der Quotient 
An-i in Jedem besonderen Falle leicht folgendermassen bilden. 

Die Wurzeln der Gleichung: X, — lOx* -f- 23x’ 4" 34x 
— 120 = 0 sind: 3, -f- d, -}- 5, — 2; es muss demnach X, 

durch: x — 3, x - 4, x— 5 und x-}-2 theilbar sein. Die Quo- 
tienten sind in jedem Falle vom 3ten Grade und ihre Coefficienten 
ergeben sich wie folgt: 
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A^ il, A^ 

1 _ 10 +23 + 34 - 120 

+ 3(a,) - 21(,..i+ +6(a,7i,) + 120(,,iJ,) 

+ 3(,,) _ . 

1—7 +2 +40 0 

71,=il+«,, ß,=/l,4-a,/?,, ßj=vlj-|-ct,il,, 5,=i4 + a,ßj. 

A, A, A, A, 

1 — 10 +23 +34 _ 120 • 

+ 4(a,) _24(a./l,) -4(a.ü,) + 120 (a.fi,) 

+ 4) 

1 — C — 1 +30 0 

iJ,=/l,+o,, ü,=*4,4-a,ß,, ß,=/l3-{-a,/Jj, 7?,=.4+a,iJj. 

1 — 10 + 23 + 34 — 120 

+ 5 — 25 — 10 + 120 

+ 5) 

1 — 5 — 2 +24 .0 

1 — 10 + 23 + 34 — 120 

— 2 +24 — 94 + 120 

\ —12 +47 —GO 0 

Es ist also: 

= x^ — 7*> + 2x + 40, 

— Go:’ — ar + 30, 

= a;’ — 5a:’ - 2x+24, 
x’ — 12x’ + 47x - 60. 

Aus: — - - A'n-i erhält man <lurc4i Multiplication mit 

X ' — 01 1 

J7 — r^^: 

20) X„ = (x - 

weil nun alle die Werthe von x Wurzeln der Gleichun}' X„ = 0 
sind, für welche Xn = (x — a,)Xn-i verschwindet, ein Product 
aber nur dann verschwinden kann und muss, wenn einer der 
Factoren gleich Null ist, so folgt, dass einerseits nur und 
andererseits alle die Werthe von x VV'urzeln der Gleichung 
Xu = G sein müssen, für welche: 
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entweder: x — i, =r ü, oder: A'n_i = 0 
stiitttiiidet. Aus x — a, =0 ergiebt sieJi die sclitm bek:uiiite 
liiisung: x = a,; und aus A'„_i = 0 unter allen Umständen 
irgend eine zweite endlielie Wurzel, weil jede (ileiehung, also 
aueli A„_i = 0 niiirdesteiis eine Wurzel hat. Wird dieselbe mit 
otj bezeiebnet, dann muss mieli Oltigem An-i durch: (x — a,) 
ohne Rest theilbar .sein, sich also durch .Vusfübrung der Division 
ein gut geordnetes l'olynom (n — 2)ten Grades ergeben, etwa: 
jji— s _|_ + U„_ 3 x-[- U„_s, für dessen 

t’oet'ficienten statttindet : 


, R. + a, = t’, 

4- ^'i = u', 

^3 + = ^^3 

Rn— 4 -j“ Oj Un— i == Un— 4 
Rn— 3 -|- a, Un--4 = C'„_s 
R|i-* -}- Ctj ^ ’n-3 = (’n~» 

Rn-I Un— S = U„_i = 0. 

So wird also für obiges Reisjiiel jede Wurzel der Gleichung, 
x’ — 7x’ -{- 2x 4“ •!** = gleichzeitig eine Wurzel der ge- 
gebenen Gleichung: x' — lOx’ -f- 23x* -f- 34x — 120 = 0 sein. 
Kine sohüie ist, wie aus der vorigen Rechnung bereits hervor- 
geht: -f-4; es muss also: x^ — 7 x’ -(- 2 x -j- 40 durch x— 4 
dividirt einen Rest gleich Null und als Quotienten ein gut ge- 
ordnetes Polynom 2ten (irades geben, für dessen ('oefticienten 
man findet: 



d. i.: 


R. 

1 — 7 

+ 4 




X — 4 


R, R, 

+ 2+40 

— 12 —40 


— 10 0 

C, 

x’ — 3x — 10. 


Aus: ‘ = Xn -2 erhält man nun weiter: 

it— Oj 

aVn — 1 -Xu — <1 

und in Rücksicht auf 20: 


A„ = (x — a,)(x — a,)A„-j, 

woraus wie oben zu schliessen ist. da.ss: a,, a, und alle Wurzeln 
der Gleichung: An -2 = 0 (he W'urzeln der Gleichung: An =0 sind. 
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In dieser Weise fortpefaliren , muss sich offenbar der Reilie 
nach ergeben ; 

A'„ = (j,’ — «,) (X — c(,) (X — a,) A'„_s 

A'„ = (x — a,) (x — a,) (x— aj) ... (x — an_i) A’, 

A'n = (X - a,) (X — aji (x — a,) ... (x — a„_,) (x — a„) A„ 

und weil A'„ ein gut geordnetes I'olynom Oten (irades, also 

= 1 ist: 

22) A'n =. (x — a,)(x- a,)(x -aj) ... (x — a„. i) (x — a„). 

Hieraus folgt, dass der (ileicliung A’„ = 0 stets n Wurzeln 
zukommeu, d. i. dass die .\nzabl der Wurzeln gleich dem 
Grade des Polynoms sein muss; und folgt weiter, wenn 
man die Grössen: x — a, , x — a, . . . kurzweg Wurzel- 

factoren nennt, dass das 'Polynom einer Gleichung 
stets durch das Product ihrer Wu rze 1 facto re n er- 
setzbar ist. 

Welche Bedeutung die Wurzeln der Gleichung: A'n = Ü den 
Gleichungen: A'n_i =0, A'n_j = 0 ... A', =0, A, -- 0 gegen- 
über haben, ist bereits vorhin gezeigt; ebenso wie aus den 
Coefticienten von A'n, <lie von A'n_i u. s. w. abz.uleiten 
sind. Dieser Zusammenhang zwischen den Coefticienten ist näni- 
lich durch die Gleichungen 19 und 21 und wenn man tlie 

Coefticienten in A',^3 mit D^, D, . . ., in A'„_4 mit i?, , A', . . ., 

in A'j mit in A', mit Q,, Qj und in A'„ mit <S’, be- 

zeichnet, durch die Gleichungen: 

,C’, a, = Zt, -f a, =£,... 

C, -f- ZI, = Zlj Z>, -)- a, £, = . . . 

^3 + '='.1 4" ^3 = -®'3 ■ • • 

Ci + “3 Cj = Z>, -)- a, ZJ, = E, ... 

\Cn_4 4- a, Al— J - A„_4 Z>n-4 4“ ®‘l Ai-5 = Ai-4 ... ' 

(-'b—3 -f- «3 Z<n— 4 ~ Z1 d- 3 A— 3 ~|~ °i Z-n— 4 Eg-j = 0 . . . 

Eg—i 4 ~ ^3 A -3 ~ A— ä -- 0 

Z*,4“^n-I = Q| 
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darRostellt. Aus denselben lässt sich emllieli noch die folgende 
Heziehung zwischen <len ('oeflicieiiten und Wurzeln einer Gleichung 
ableiten. 

I)ie obersten Gleichungen in 19, 21 und 23 geben näinlicb 
zunächst der Keihe nacli ; 

Ql ~ “ «II— I “i“ Q| = («n-I -f" «d) ; 

■^1. = — «, + A’, = — (a. -f a5+ ... 

C, = — «3 + = — («3 + ’< + — -f- «n) : Bl = — «3 "I" 

— («2 “F ®3 'f~ “f" "f" '*11^' 

24) — (a, + '*1 + «3 + - + ««)• 

Vereinigt ni.an darauf alle zweiten Gleichungen durch Addition, 
so folgt: 

A, = - d, J3, •— d, (7, — d^ D, — fx, jE, ~ ... — d„..i Ql 

demnach mit Rücksicht auf die bereits für , C^ ... Q, erhal- 
tenen Werthe: 

25) yl, =-[-«, d„-|-«i«3"t~"-’I'«l«ii4"«2'*3"f'— + «2’n-i--.. -l-«n-l«n. 
In ähnlicher Weise findet man weiter : 

26) .4, = — (d, dj dj -|- d, dj 1, -f- ... -j- d„_2da_i d„) 

27) Aa = + d, d, dj ... dn , 

wo das obere Zeichen für ein gerades, das untere für ein unge- 
rades n gilt. 

Es ist also, abgesehen vom Vorzeichen, der erste, zweite, 
... pte Coefficient des gut geordneten Polynoms einer Gleichung 
gleich der fstimme aller Combinationen ohne Wiederholung der 
W'urzeln bez. zur ersten, zweiten,... pten ('lasse, wenn die zu 
einer Comi)le.Kion vereinigten Elemente als Factoren angesehen 
werden. 

Eine unmittelbare Consequenz aus 25 ist der Satz, dass für 
Gleichungen, in deren gut geordneten Polynomen d.as von der 
Unbekannten freie (ilied reell ist, imaginaire Wurzeln stets paar- 
weise vorhomnien müssen. Denn befindet sich unter den Wurzeln : 
d,, d,, — d„ eine imaginaire Grösse, dann muss unter ihnen, da- 
mit das ganze Product: d, d, — d„ = ^-In reell ausfällt, eine 
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zweite iiiiaginaire Grösse enthalten sein, welche zu der ersten 
conjugirt ist *). 

Dieser Satz lässt sich auch in Rücksicht auf die schon 
pag. 173 bewiesene Wahrlieit, dass gleiche Potenzen conjugirter 
Zahlen wieder conjugirt sind, folgendernuuissen beweisen. 

Setzt man nämlich in : 

X = a;” -1- p, (cos (), -}* t sin 3,) a.'”“* -|- p, (cos llj -|- isin 
+ ... + P»-. (cos 1)„ 1 i sin hn i) X 

wo Aa eine reelle Grösse bedeutet, statt x die conjugirten Zahlen ; 
p + qi = r (cos / + i sin t) ein, so ergieht sich : 

f ^,.= »-"(cosat+i sin «t)-|-p,i'"~‘[co8((n — l)t-|-!t,)+i sin{(n — 1 )t 
+ L‘'«8 ((»* — 2) t -f- 1),) + (sin ((n— 2)/ 4- ii,)] 

-j- ... -j- pn_| r (cos (( i>n_l) + l sin (/ -(- A„, 

und wenn man das Reelle und Imaginaire zusaniinenfasst: 

+ = r" cos + p, cos ((« — 1) t + U,) + p, )■”-» 

cos (()» — 2) < -(- tl,) -f- ...-(- pn-l r COs(t -f" hn_l) -)- .dp 
+ i [)•" sin « < -j- pi ((« — 1) < -f- D,) p, 

sin (iw — 2) < + *li) + - + pn-i r sin (< U„^i)J 
oder das Reelle kurzweg mit P, das Imaginaire mit Qi be- 
zeichnet: 

^x=p + q* ~ 

Ist nun p -(- qi eine Wurzel der Gleichung X = U, dann 
muss: = also: /^=ü, (> = 0 sein; folglich ist auch: 

P — i = ü, d. h. p — qi eine Wurzel der Gleichung: X = 0. 

ln Gleichungen letzter Art kommen also imaginaire Wurzeln 
stets paarweise vor und zwar unter der P'orm conjugirter Zahlen ; 
hat sich also z. B. a ^ t als Wurzel einer Gleichung heraus- 
gestellt, so folgt unmittelbar, dass auch a — ß t ihr Polynom zu 
Null macht. 

*) Das Product: (a x — b y) >{6af-f- ny) äcr beiden compleicn 
Zahlen : a -p 6 i und x yi kann nur reell sein, wenn : 6 a: -p a y = 0, d. i. 

wenn : y = ist. Dann aber wird: x -p yi = .t — » — = — (« — bi)-, 

tl •’ an 

es muss also der coinplexe Bestandtbeil einer flrössc, die mit a -p 6i niiil- 

tiplicirt ein reelles Product geben soll, zu o -p 6» conjugirt sein. 

13 
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Nach diesen allgemeinen IJntersiicliunf'en wenden wir uns 
jetzt zur Lösunf; der (ileicliungen vom zweiten, dritten und 
vierten Grade. 

Bie (tleirhiagm vom iwritra Cntdr Mlrr die quadratisrhen <ilririii«;eii. 

Die allgemeine Form dieser Gleichungen ist offenbar: 

Ax^ + Bx-\-C = 0 

oder wenn: ^ — y, ~ ■ = q gesetzt wird, in gut geordneter 
A. A 

Form : 

X -}- <7 = 0. 

Die beiden Wurzeln derselben lassen sich auf verschiedenen 
Wegeii bestimmen. 

I. Werden dieselben mit a und ß bezeichnet, so dass nach : 
24 und 25: 

p = - q a[i 

sein muss, d.apn folgt aus : 

= a’ 2 ot 3 + ß’’ 4 9 — 4 a ß 
durch Subtraction : 

p’ — Aq = fa — [i)’, also : a — ß = + ]/;)’ — Aq, 
welches iu Verbindung mit : — p — a -f- ß giebt : 

.r: t' V ’ o —p + Vt>' — 4<? 

2 ' P 2 

Von diesen vier Wurzeln fallen, wie das in der Natur der 
Sache liegt, je zwei zusammen; die Lösungen der (ileichung: 
x'‘ px q — 0 sind demnach : 



II. Ein anderes Vorfahren besteht darin , dass aus : 
x’ px-j-q = 0 zunächst das Glied mit x* entfernt wird, 
man sagt, dass die gemischt ([uadratische Gleichung : x’ px q 

— 0 zunächst in die rein (juadratische Gleichung: x‘‘ m — O 
verwandelt wird. Zu diesem Zwecke setzt man in die gegebene 
Gleichung: + = 0 statt x : s A- ein, um zu er- 

halten : 

z^-\-2zk + A’ 4- pz -f pk -\-q = z^ -\-z{2k-\-p) + A’ -f-pA 4- <7 == 0. 
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Wird jfitzt k so bestimmt, dass der Fartor von z' verschwindet, 

also 2 k ji : — 0, d. i. k = gesetzt, so gellt letzte 

Gleichung in: 



/ ^ 

über, woraus: z = + ^ q, also für die gegebene Gleichung: 

X = z k ■= ?-+ q folgt. 

III. Die wegen ihrer Einfachheit gehriluchlichste Methode 
ist die folgende. Nachdem: x’ d* ~ 0 «lof ‘üo Form: 
x’ +/>x — — q gebracht worden, ergänze man die linke Seite 

durcli additive llinzufdgung von zu einem vollen Quadrate; 
dieses gieht: 

x’+px + ^i=|!- — 2 oder: (x + — q, 

woraus ohne weiteres : 

* + g- = + “Iso: * =— -f-±y4-— ? 

folgt. 

Nach diesen Principien lassen sich natürlich auch .alle 
Gleichungen höherer Grade losen , falls solche durch geeignete 
Substitutionen in quadratische verwandelt werden können. So findet 
man z. U. für die Gleichung: 

X*" + o =0, 

wenn: x^ y gesetzt wird, aus: y^ ay b = 0: 



also wegen: x — \''y 

n 

j/ - T * Vx - 

woraus die 2n Wurzeln der gegebenen Gleichung d.adurch fidgen, 
dass man sämmtliche n Werthe , welche nach pag. 177 und 178 

n ^ 

der l'+p zukommen, in Uechnung hringt. 

13 * 
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■ie (ileirhiHsen tom drilte« (irad« *d«r die cabisfhrn (ilekkaaf^rn. 

Nachdem die Gleichung: + Bx' + + 0 = 0 

durch Division mit A in eine gut geordnete : x’ + r x’ H — 7- ac 

A A 

+ -^- = ü, oder: ~ = p, -^ = q, -^ = r gesetzt, in: 

28) x’+;>x*+yx + r = 0 

verwandelt worden, ist es zunächst für die Bestimmung ihrer 
Wurzeln am zweckmässigsten, dieselbe auf die Form einer sog. 
reducirten cubischen Gleichung, d. i. einer solchen, in der der 
C'oefficient des Quadrates der Unbekannten gleich Null ist, zu 
bringen. Zu die.sem Zwecke setzt man in 28 statt x: y + A: ein, 
wo y eine neue Unbekannte, und k eine vorläufig willkührliche 
Grösse bedeutet, die im Laufe der Bechnung so bestimmt wird, 
dass in der resultirenden Gleichung der Factor von y’ verschwindet. 
Diesen Gedanken ausgeführt, erhält man aus: x’+yx’ + yx 
+ r = 0 für: X == y k\ 

(y + + F (.y + ^)’ + V (y + ^ 

oder nach Potenzen von y geordnet : 

y“ + p) y (3A:’ + 2pk + y) + A:“ + pk‘‘ + yA: + r = O; 

und wenn man jetzt; 3fc + y = 0, d. i. A: = — setzt: 
y + y — ff- = 0 

und wenn endlich, der Kinfachheit halber, die Coefficienten von 
y' und y" : mid ~£ l)yx. mit a und b be- 

zeichnet werden : 

29) y’ + ay + 6 =r 0. 

Die Wurzeln letzter reducirter Gleichung 29 stehen zu 
denen der gegebenen Gleichung in der bekannten Beziehung ; 

^ = y k = y — sind demnach die ersten gefunden, so 

folgen aus ihnen die letzten ohne alle Schwierigkeit. Die ersten 
ergeben sich aber durch Losung einer quadratischen Gleichung, 
zu der man gelangt, wenn in 29 eine neue Unbekannte 2 so ein- 
geführt wird, dass: 
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30) , = z-l- 

stattfindet. Hierdurch wird niitnlich aus 29: 

+ - 37 ) + ^ = 

oder nach einigen einfachen Reductionen : 

-l- 67 - = 0, 


woraus nach der vorhin mitgetheilten Lösung quadratischer 
Gleichungen : 

3 61-1 ' 6’ I a’ 

* =“T±l7+27’ 


also: z = |/ + + 

und endlich wegen 30: 


31 ) y = — 

^ „ 1 / 6 , 1 / fi» , a’ 

3 y 2 " i I 4 ■ 27 

folgt. Die dritte Wurzel aus relativen Zahlen — mögen sie im 
übrigen reell oder imaginair sein — hat aber, wie wir pag. 176 
gezeigt haben, drei verschiedene Wertlie, und zwar ist: 

V + a’ = 1 ’ «’ 1 = a ^cos + t sin und 


( 2kr. , . ■ 2kr. \ 

^cos - 3 - + * sin 


]/— a’ = ya^\/ — 1 = a ^cc 


,(2it+l)7t 


-f- t sin 


(a^- + D- 


}k = 0,l,i’ 


demnach hätte man in 31 statt ”|/ ^ -j- -|- ~ die 

dritte Wurzel aus dem absoluten Werth des Ausdruckes: 


— 2 multiplicirt mit den drei Werthen, die ent- 

, 2*71 , . . 2kr. , . (2* + 1)tt 

weder aus: cos — — + i sin - — oder aus: cos - — *- 

00 *J 

+ i sin _ fui- fc = 0, 1,2 folgen, je nachdem: 

d 


+ gy positiv oder negativ ist, einzusetzen, um 

sämmtliche Werthe, die dem y in 31 zukommen, d. i. um 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung 29 zu erhalten. Dieses 
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Kiitweiler- Oder bei der Bestimmung der drei Factoren von 

3 

+ y 4" -?,-j für die allgemeine Abhandlung, 

in der weder ein bestimmtes Grössen-\'erhiiltniss zwischen a und 6, 
noch irgend etwas über die Vorzeichen der beiden Coefticienten 
a und b vorausgesetzt werden darf, will man nicht die Allge- 
meinheit der Hesultate beschränken, einigermaassen unbequem. 
Wir überlegen darum, ob sich nicht beide Fälle irgendwie 
zusammeuziehen lassen. 

Vergleicht man zu diesem Zwecke die drei Werthe von 


3 3/- 

I -F 1 mit denen von y — l: 

, / 2 A' t: . . . 2 k 

l _(cos-3--Ftsm 


, / (2A-F1- , ■ • (2/ -fl r\ 

1—1 =1 cos - F I sin — ) 

’ V 3 ‘ . 3 /k--o, i,s 


1+1 

= -i + *'U 3 
(-i-fU3 

ti + ‘‘ i l 3 
k - ii V3 


so erkennt man sofort die Richtigkeit der Gleichung; 

\ + \ = - f/- 1 oder: - 1 = - ( + 1, 

aus welcher folgt, dass, welches Vorzeichen auch a;’ haben möge, 
stets: l'x’'’=x(cos — F‘si» — I sme muss, wenn 

X mit dem Zeichen + oder mit dem Zeichen — in Anrechnung 
gebracht wird, jo nachdem a;“ positiv oder negativ ist. 

In Rücksicht auf diese Remerkung erhält man nun als die 
Wurzeln der Gleichung 29: 

j =) 7 - i ± 


l/ Ä’ , fl’ / 2A-!: ... 2i-7:\ 

y-.r+ 27 r "- 3 - + ‘«'"- 3 -)k= 


31 / t «’/' 21-- I • • 2 At\ 

•’l' -2±yx+ 2Tr^ 3 

oder wenn im zweiten Theil rechter Hand Zähler und Nenner mit 

3 

1^/ ~ y + 1 ^ + ”7 multiplicirt werden: 
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.Setzt man jetzt der Kintaddieit halber : 


|/- 1 + r-r + 



führt statt k der Reihe naeh 0, 1, 2 ein und schafft das Ima- 
ginaire im Nenner des zweiten Tlieiies durch die bekannte Mul- 
tiplication des Zählers und Nenners mit dem Conjugirten iles 
Nenners weg, so ergeben sich zunächst die folgenden ü Wertbe: 

^ i/i = te, (+ 1) + u-, (+ 1), 

t y\ = «'j (+ 1) + «1 (+ *). 

y, = T + i V (- i “ i ’ 

■ 

y\ = (- } + i -0 + {-J-J • 

i y, = (- i - 4 V"3) + ,c, (- i + i 1/3), 

I (- i - i 1^3) + IC, (-1 + 7 1 / 3 ), 

von denen, wie das in der Natur der Sache liegt, je zwei und 
zwei, nämlich: y, und y\, j/, und y\, y, und y[ zusammcnfallen, 
so dass die drei Wurzeln der Gleichung: 

y' + «y + ö =■ 0 

sein müssen: 
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I y, = W, + .rj 

L - (- j + J/3) 

33)] + £K3’'1'-^'?‘- 

L - «-•. (- 1- - 4 Ks) + (- i + 1 1^3) 

I = _ '"I + '<’» _ i |/3 i£i ~ . 

7.. B. — 9x’ + 33 a: — 65 = 0 vcrwanflelt sich zunäelist, 
wenn inan x = 2 + 3 setzt, in die reducirte Gleichung: 

2’ + 62 — 20 = 0. 

Demnach ist: 

>, 

.c. = y 10 + ^^l08 =: y (1 + 1/3)’ - 1 + V '3, 

3 ______ a 

= y 10 - |/iÖ8 = |/(1 - |/3)’ = 1 - ]/3, 

folglich : 

2 , ==• w, + iCj — 2 

2, = — -• + t \/3 ’ = - 1 + ij/3.l/'3 = -1 + 3i 

2, = — J£i-±1®1 _ i yz = _ 1 _ ,-|/3.|/3 ^ _ 1 _ 3t 


und für die gegebene Gleichung: 


X, = 5 

Xj = 2 + 3 1 

Xj = 2 — 3 t. 


Die h’orm, worin wir die Wurzeln der reducirten Gleichung 
dritten Grades herstellten, läs^t ofienbar für den praktischen 
Gebrauch manches zu wünschen übrig, weil die Berechnung des 


Werthes von: |/ _| + y , 


mag der zweite Theil: 



reell oder imaginair ausfallcn. 


wenn auch nicht 
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schwierig, docli im allgemeinen sehr umständlich ist *). Wir 
überlegen darum, ob sich die für y,, t/, und y, erhaltenen ^ 
Werthe (33) nicht noch auf eine andere Form bringen lassen. 


*) In besonderen Fällen kann man allerdings ohne Benutzung der 
obigen Formeln durch einen Versuch die Wurzeln ermitteln. Weil nämlich 
in gut geordneten Gleichungen, deren von x freies Glied reell ist, imaginaire 
Wurzeln stets paarweise Vorkommen, so hat jede cubische Gleichung dieser 
Art stets mindestens eine reelle Wurzel ; und weil ferner das Product aller 
Wurzeln gleich dem von x freien Gliede sein muss, so ist immer die Mög- 
lichkeit vorhanden, dass irgend einer der rationalen Factoren desselben das 
Polynom der Gleichung zu Null macht. In Rücksicht auf diese Bemerkungen 
stellt man dann wohl folgendcrraaassen einen Versuch an. Für obiges Beispiel : 
r’ + 6z — 20 = 0 sind die Divisoren von 20 : 1, 2, 4 ... ; von diesen macht 
2 die Summe z’ + 6z — 20 zu Null. Dividirt man nun mit z — 2 in 

z^ + 6z — 20: — — , = 4- 2z 10, so sind also: 2 und die 

Wurzeln der Gleichung : z*-(-2»-f'lb = 0; z = — 1 + y— 9 = — 1 + 3i 
die Lösungen der gegebenen Gleichung. Oder zweitens für: a’ — 4a:’ 
— 3a: + 12 = 0 sind die Divisoren von 12 : 1, 2, 3, 4 .. . Durch Versuch 


x’ — 4 x’ — 3x-{- 12 
X — 4 


= x’ — 3 


findet man 4 als erste Wurzel, und weil weiter : 
ist, + V^3 als die beiden andern. 

Führt ein Probiren dieser Art nicht zum gewünschten Resultate, so 
kann man auch in der folgenden Weise einen Versuch anstcllen, ob sich 

3 

A -{■ YB nicht auf die Form m -j- bringen lässt. Setzt man nämlich; 
3 3 

y A4- l' B = (x + Yy) K*. so muss: A + FR = (x’ + 3x’ Vy + 3*3/ 
+ y Yy) ■», also : 

1) A = (x> -f 3xy) a, YB = (3x’ + y) Yy » 

sein. Hieraus folgt : 

2) A’ = (x« -f 6*‘y -f 9x’y’) a’ 

3) R = (9x* y + 6x’y’ + y’) a’ 

und durch Subtractiou : 

A’ — R = (x* — 3 X* y -j- 3 x’ y’ — y’) a’ = (x’ — y ’)’ a’ 

oder : 


4) 


3/=V 


A’ 


R 


l'(A’ -R) a 


Bestimmt man nun a in der Weise, dass (A’ — R) a die dritte Potenz 
einer rationalen Zahl m wird, — was stets möglich ist — dann wird aus 4: 


5) x’ - y = 


oder: y = x’ — 


m 

a 
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Hierbei wird es notliweiidig sein, auf die etwaigen Vorzeichen 
der Coeffieienten besonders Itiicksielit zu nehmen, so dass sich 
siimnitliche reducirte cubische Gleichungen in solche von der 
Form ; x’ + n x + i = 0 und in solche von der Form : 
x’ — ax + i =0 eintheilen. 


A. + a X d- 6 = 0. 

Fs haben jetzt io, und »o, die stets reellen Werthe: 

3 

34, = 


_ l / -r * I / I 
«-3 - + -2 - X + 27" • 


folglich »US 1 . 


A — + 3 j X* ^ " 3x m nder : x’ — x — — 0. 

Hat jetzt diese Gleichung eine rationale Wurzel, die durch Prohiren 
gefunden werden kann, dann haben x und tj rationale Werthe, und es 

3 , 

kann auf diesem Wege A + k'/t auf die Form (x + l '?/) K« gebracht werden. 


Z. B. für J/f) -}- V"27 ist: zG — .B = 2.'» — 27 = — 2, demnach für a = 4: 

3 

y = = — i = — und die zu betrachtende (ileichung 

4 4 3 

ist: x’ + J X — A = 0. Dieselbe hat die rationale Wurzel i; folglich ist: 


* = i, y = x’ - = 1+ i = J und 

Kö1X27 = (4 + FJ) F4 = F4 = (1 4- F3) h. 

Ist die eine Wurzel der Gleichung ; x’ ■ x = 0 nicht 

4 a 4 a 

durch einen einfachen Versuch bestimmbar, dann führt die mitgetheilte Me- 
thode zu keinem Resultat, weil durch .\nwendung der obigen Formeln 33 

3 3 

sieh die inhaltslose Gleichung: T a -F V'h = I' <« + k'h ergiebt. Man sieht 
also, dass nur in wenigen Fällen von letzten Bemerkungen Gebrauch gemacht 
werden kann, d;iss man, um sicher zu gehen, sich der Formeln bedienen 
muss, die oben weiter roitgethcilt sind. 
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Setzt man liicriu wi*f»cn der völligen Unbestimmtheit über 
den Werth der Grösse: = -„VWi 'on der man nur weiss, 

0 ' 2 ( o‘ 


dass sie stets positiv sein muss: 

35) = le- , J. i. ,g = I;. } 

so wird aus 34: 


r, — I + -g- -f- sec 9 — I Y ^ '■? > 

3 ^ 3 3 

1 ' ^ ^ ^ 1 / ft l / 1 I 

^2 = \ +-2" — Y" 1-^+®®^'? 


wegen 35: V Y~ Vy"^^^ — muss: 

l/'tg-q 

3 3 

= V11 

l/ -f 1 + sec !f -• / a -4/ + C08 !p + 1 

f tR 9 y 3 r sin f 

,„l 

y tg -i für das obere Zeichen 

: |co 
ri- 
ll 

i 3 

|/ cotg yJ- für das untere Zeichen 

3 3 

-y-n 

b/ + l + sec<j^ U' ® l/-!" cos 'f 1 

' Igf r 3 F sin 9 

3 


_ l ^ cotg für das obere Zeichen 

= -v 

a 1 

3 J ^ 

( y tg Y für das untere Zeichen 


folglich, wenn: 

3 

36) I tg = <g 

gesetzt wird: 

IC, + IC, = + -j/ Y (tg = q; 2 y Y cotg 2 

= +l^f + ^ ünVq- 


IC, — IC, 
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Demnach sind die Wurzeln der Gleichungen: 


x’-f 

ax -\-h — r 

0 

x’ -j- ax 

1 

II 

0 


= — 2 

\ cotg 2 


X, =r + 2 j/'- 

Y cotg 2 



eotg 2 ^ -f- 

sin 2'} 

= - V f 

cotg 2 -f 

Va ■ 
sin2'j< 

— 1/ “ 

, 

i 

:r — - V-- 

1*. - 

i 

y 3 

cotg 2 'p — 

siii2')i 

X 3 — 3 


sin 2 'l< 



B. — ax + ^» = 

3 

.37) = j 

I /x ^ -J_ 1 
y + Y+ r T“ 27 ’ 

3 


1 — 6 1 / 6 ’ n’ 

•G = 

y +Y-V-4-- 27- 

Man wird jetzt die beiden Fälle ~r~ 


zu unterscheiden 


haben, weil ic, und w, im ersten reell, im zweiten dagegen 
imaginair ausfallen, und die Wurzeln aus reellen Zahlen bekannt- 
lich nach anderen I’rinzipien zu ziehen sind, als aus imaginairen. 




■4 27 • 


a’ 


Weil unter dieser Annahme -^ 7 - •< 1 ist, so wird man statt 

■ 4 - 

jenes Bruches den sin oder cos eines Hülfswinkels zu setzen haben. 
Nehmen wir: 


38) 


4 


4 

27T’ 


= sin’ (f> d 


i. sin tp = 


2a 1 /^ 
36 r 3 ’ 


dann wird aus 37: 

w, = \ + Y '■? “ V T V + ' + ’ 

3 __ 3 3 

= V + Y “ ’2 ^ ~y y\ ^ '■? 

oder wegen: 
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1/ i*. — V A — 1— 

^ ~ ^ ^ V%in^ 

- ^ “ I 

'. = H F-'ir = 1 -i- .■ 

\ — Vcoli! I 

I + V^Tl’ 

3 

und wenn man; | = tg -{/ setzt: 

- 2 I - 

V ff, + I -3- (tg + Yg~l ) — + ^1. 2T“ 
w, — tc, = — \ - 5 - (tg .> - — =-- + 2 I cotg 2 
Es sind also die Wurzeln der Gleielningcn; 


=_1 “ 1 +'+^-1 = \ 
f f J ■ sm » - f o 




x' — ax -\- h = 0 
sin2tj> 


Vv- 

=" ~ •i' ‘ 

1/'^ 

X, = — l/ä eotg 2 i 


sinä'i 


x’ — ax — t = U 

, -Zll± ' 

** sin 2 4 

V'l 

V- 


ß) 


6’ 


27 


6’ 

i 


3 

= |/+ 1 + *■ V'lr ' 

3 . 

■\ / — b • 1, «L ** 

“'■f ~ |/ + 2 * r 27 4 
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Um die dritte Wurzel aus den eomplexen Zahlen: 

ziehen zu 


— ft 1 • 1 n’ ft’ ] — ft . \! rt’ ft’ 

+ 2+‘f-27^ 4 +2~‘|-27-V 

können, sind dieselhen zunächst auf die trigonometrische Form 
zu bringen. Setzt man zu dem Zwecke: 


+ Y + * I 27 ~ "r ~ V 3 9 + » si“ 3 9 ) 

T ft ,• 1/ ft’ r’ , „ - ■ o \ 

+ 2" — *r^ r~ir Orp — 7 sin 3 , 


dann ist: 


r> o - 

cos 3 '.p =r + 


r’ • o 1/ n’ ft’ 

8 ^ I 27 ”4“ 

o<ler, wenn quadrirt und darauf addirt wird: 


39) Il = ^, d.i. r = 2Uj 

40) cos3^p=+^. 

Aus 7 c, und to, wird demnach: 


^'i = (cos 3 ip + / sin a rp) = (cos » + » sin •p) 

H = if' 


folglich : 


g- (cos 3 'p — i sin 3 <p) (cos » — { sin tp) , 

tc, + »Cj =r r cos <p 
w, — IC, =z r i sin 9 , 


so dass man unter augenblicklichen Umständen als Wurzeln 
erhält : 


X, = IC, IC, = r cos <p. 


+ »Cl 

=- — r fcos 'p cos GO" + sin 9 sin GO"] = — r cos (9 — 60"), 


X, = - + I- V3 - I 


2 cos 9 - ^]/3sin9 


_ Ti+'Cj 


— ~ * -- 2 = — ^ cos 9 + ^- |/ 3 .sin 9 

= — r [cos 9 COS 60 " — sin 9 sin 60 "] = — r cos (9 60 "). 
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]. Beispiel : 

x’ + 12 a: + 9 = 0. a =• 12, 6 = 9. 

t«'f = -g-, ? 60" 38' 32". = 39” ö4' 17". 

X, = —0,7190328 

X, = 0,3r)9r)104 + 3,.öl96233i 

X, = 0,3595164 — 3,01902331. 

2. Beispiel: 

x” ~ 37x — 4 = 0, « = 37, 6 = 4. 

,• = cos 3 9 = , 3<i> = 87» 21' 12". 

X, = 6,13611 

X, = — 6,02797 
X, = —0,10814. 

3. Beispiel: 

x’ — 71 X + 20 = 0, a = 71, 6 = 20. 

f = -X’ ~ r’ ’ (180” — 3 (f.) = ; 

3 9 = 94“ 58- .55". 

X, = 8,281611 

X, = — 8,563620 
X, = 0,282009. 

In einigen besonderen Fällen lassen sich die Wurzeln der 
Gleichung in einer einfacheren Weise, als der gewöhnlichen, be- 
stimmen. 

Hat nämlich die cubische Gleichung: x’ -F ox’ -f 6x e = 0 
zw'ei Wurzeln, von denen die eine das Beciproke der anderen 

ist, etwa %c und , — man nennt dann die Gleichung selbst 

W 

reciprok — dann muss gleichzeitig: 
tc’ -f- a «c’ 6 c = 0 und 

-j -F -F -F e = 0 oder: tc’ -F »c’ -F — -F = 0 

' w’ ' «c ' ' c ' c c 

stattfinden. Dieses wird offenbar der Fall sein, wenn : 



d. i. wenn : 
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c + 1 , A = + 

wenn also die Gleieliung von einer iler beiden Forinen : 

x’ 4" * “I“ 1 =0 

x’ 4“ — «X — 1=0 

ist. Die Wurzeln dieser rexciproken Gleiehungen dritten Grades 
erbiilt man nun oline Schwierigkeit, wenn erste zunäebst auf 
die Form : 

x‘ 4- 1 4- a X (x 4- 1) = 4* 4- 1) 

= (x’ — X 4* 1 4“ <*^’) (x 4“ 1) = 0 

x’ — 1 4- ax(x — 1) = 4- «•«) (^ — 1) 

= (x* 4“ X 4” 1 4 ”^x) (x — 1) = 0 

gebracht werden, und zwar für den ersten Fall durch die Auf- 
lösung der Gleichungen : 

X 4- 1 = 0, x> — X (1 — «) -f 1 = 0, 
für den zweiten Fall: 

X — 1=0, x’ X (1 a) -f- 1 = 0. 

Z. B. für: x’ — ^^x’ -f- V x — 1 =0 ist: a — — die 
Wurzeln folgen demnach aus: 

X— 1=0, x> — ^x4-l=0 

mit : 

X = 1, X = i + V/V -'l = I ±- 1 = 3, J. 

Sind die Coefficienten sämmtlich oder nur zum Thcil complex, 
dann behalten unsere Resultate bis 33 allerdings ihre Gültigkeit, 
weil bis daliin in Bezug auf a und 6 keinerlei Voraussetzung ge- 
macht wurde; von den Formeln 41 dagegen wird man unter 
diesen Umständen keinen Gebrauch machen können, da die Sub- 
stitutionen: tg <p = ~Y y etc. etc. natürlich nur für reelle 

a und b zulässig sind. Die Wurzeln der Gleichung sind demnach 
im Fall comj)lexer Coefficienten folgcmhTmaasscn zu berechnen. 
Die Gleichung: 

x’ 4- x’ (3 4- 3 0 4- X (— 42 -f 21 i') 4- 34 — 86 ; = 0 (a) 

ist zunächst dadurch in eine reducirte zu verwandeln , dass 

14 


T 
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X ■= y k eingesetzt und darauf k so bestinnnt wird, dass der 
Coeftieient von y’ gleidi Null wird. Man bekommt auf diese 
Weise: 

?/’ -f 42 + 15 «•) + 93 — 61 f = 0 {h) 

und: 

x=i/ — (1 + 0 (c). 

• Demnaeli sind die Wurzeln von h (siehe 33, pag. 200): 


y . = y 

3 

1 1 

Tj 

61 . 
2 ‘ 


1848 

— 86 t 



.1 

_9J + 

0 1 

61 7 
2* 


'1848 

— 860' 



y, = 1 

3 

2 ^ 

61 . 
2 * 

-f- 1 V— 

1848 

— 86/ 

(-^ + 

i 4 3) 

+ V 

3 

_!« + 
2 * 

61 . 
2 ‘ 


1848 

— 86*/| 

1 i 

2 2 

|S) 

9^ = ] 

3 

2 ^ 

61 T 
2 ‘ 

+ 2 1 ^ - 

1848” 

— 86/ 

f 1 

i, 2 

il^) 

+ v 

2 ' 

61 . 
2' 


”1848 

— 86/| 

+ 

1 

»0 

oder weil (siehe 

22 

pag. 174): 





+— 1848- 

— 86 1 = 

l/= 

1848 + 1/1848» + §6» 
2 


. 1 / + 1848 + +1848» + 86» ^ 1 _ 43 / 


sein miWs : 

y , = \ ' — 4ü -|- y { — |/ — 47 d2 i 

y, V- 4 'i+ 9 f(-| + ii 3) 

+ r-47+52f(- 

y, = |’_4(5 + 9f(-i-|-l Tl) 

f ,’irr7+Mr(_i+ ’ |/'3> 
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0(1 er : 

^,=2 + 3t*)+l — 4i*) = 3--i 

Z/, = (2 + 3 i ) (- 1 + i I 15) + (1 - 4 0 (- 1 - ’ V3) 

_ -3-7|/3 ,1 -I ]/3 
2 ' 2 ^ 

.'/i = {2 4-3 1) (— 2 — Y ~ Y + I ^ 

_ ^3+7j/3 , 1 — K3 . 

— ■ a ■+■ -2 *• 

^ *) Admlü-h wie für die zweite Wurzel (pag. 173 u. 171) lässt sich manchmal 

I ' a -p * < ohne AnwendiiUK des Moivresclien Satzes fol^'endermaassen be- 
rechnen. 

Setzt man : 

.1 .1 

I. I a + ti» = (j- -p ly) P «, 

80 muss : 

II. n -f- h i = (x’’ -|- 3x’ iy — ’Sjry^ — ly^) i 
also auch : 

III. rt = (j’ — 3xy’) a 

IV. b = (3 X» y - y^) X 

sein. Aus III. und IV. folglich durch Quadrirung : 

• V. (t* = (x® — (ix* y’ -p 9 a-’ y *) a’ 

VI. fc’ ^ (9x*y> - 6.r>y* -Py«) a’, 
und wenn man jetzt addirt : 

a’ -p 6’ = (x’ -p y’)’ a* 

oder : 

VII. x’ + y» = I 

Bestimmt man jetzt o in der Weise, — was stets möglich ist — dass 
a’ -P 6’ 

— ein voller Cuhiis, also x’ y^ eine rationale Zahl, etwa t, wird, 
dann liefert VII. in Verhinduiig mit IV; 

VIII. y3 _ 3 y, ^^0, 

ft’ t’ 

Die drei Wurzeln dieser Gleichung sind stets reell, weil: — s <! 

(j 4 . a' (et 

ist. Hieraus folgt, da.ss dann, wenn eine dieser drei Wurzeln sich durch 
einen Versuch bestimmen lässt (siehe .Vnmerkuiig pag. 201 u. 202), der reelle 
Werth des y gefunden ist, welcher zunächst mit IV. oder III. in Verbindung 
deu correspoudirenden Werth von x giebt, fQr welche Iteiden Werthe: 

14» 
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Die Wurzeln der gegebedeu (ileieliung (a) sind demnacli : 

X, = 2 - 2 i 

— 5 — 71^3 I — 1 + V'3 ■ 

X’, = o "T ä 

_ -5 + 7ri_i_-l-V:3 . 

•*'3 — o • 2 

Dir ldrirb«ageii f«m riertru CraUr oder di« bii(u«dr«Us«b«B (jlrirhangrii. 

Naeliilein die Gleieliung : a x* b c x' d x e — 0 

dim-li Division mit a in die gut geordnete: x* “t" "f“ 

4- j- 4- -^ == 0 verwandelt, ist dieselbe zunäelist wiederum 
1 a * rt 

auf die Form einer redueirteu, d. i. einer solcbeu (ileiehung 
vierten Grades zu bringen , in der der (,'oefticient der dritten 
l’otenz der Unbekannten gleich Null ist. Zu dem Zwecke setzt 


\' a \ h i = (x + y 0 V a stuUfindct. Z. U. für J 1 + » ist ; a = b = 1, 

3 

ilciimudi ; .x’ + »’ = ^ ^ (VH) und für o = ^ : x* + y’ = 2. KulKlich 

wird aüs VIII : ... 

y’ — ? y + i = 0, 

als deren eine Wurzel man sofort 1 erkennt, y = 1 in Verbindung mit 111. 
giebt : 1 = (x’ — 3 x) i oder; x* — 3 x — 2 = 0, woraus : x = — 1 folgt. 
Ks ist also : 

VTTT=(-\ + i)Vh 

3 ,3 

Für obige Fälle 1^— 4IJ + »( und ( — 47 -i .V2 » ist einerseits: 

3 3 

J.7 4 y 2 "j/ = 13 (wenn a = 1); also ist y aus; 

y3 — '1^ ff 4^^- =r 0 mit 4 3 und x aus ; 9 = 3x’ . 3 — 27 (IV) oder aus : 
x’ = 1 mit 2 zu bestiiiinieii, so dass man erbalt : 

U-4ir4Ti = 24 3«'; 

3 _ 3 _ 

ist andrerseits : x* 4 .V* — ^ ~ — “i~ — “ ^ ~ (wenn a = 1) und 

wie die lieebiiiiiig weiter giebt; y = — 4, x = 1 ; es ist also: 

]/ z: '47 4 r>27 = i — 4 f. 
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man in die gegebene Gleicliiiiig statt x etwa z k und gieht 
darauf dem k einen solchen Werth, dass der Factor von z^ ver- 
schwindet. Auf dieseni Wege koniint mau offenhar stets zu einer 
(ileiidiung von der Form: 

42) z> Az^ ^ Bz-\- C ^ 0, 

deren WAirzeln wir dadurch bestimmen wollen, da.ss wir das 
Polynom in 42 als Product zweier Polynomen vom je zweiten 
Grade folgendermaassen darstellen. 

Wir setzen nach Descartes: 

43) z' A z^ li z C — {z^ <x z (z‘‘ — ij jt -f-y) 

= z' -j-z^ (P + T — ’’) + 2 l”* Y — ’P) + PT' 

dann wird offenbar die .Aufgabe gelöst sein, wenn sich ein 
o, ß und y finden lässt, für welches stattfindet: 

44.) P + Y — (* — 

45) a y — « ß = B 
4Ö) ßy .-= C. 

.‘Viis 44 folgt aber: 

und aus 4o: 

a ^ 

Y-P = , ; 

demnach ist: 

B 

47) y = + 1 

B 


48) ß 


folglich : 

4 C = M -}, a’)’ - ^ 

oder : 

• 


a''-f 2zla'-f(zl» — 4C>’ -5= = 0 

und für: 



49) ,f -\-2A,f A^ - B^ = 0. 


Diese cubische Gleichung aufgelöst, wird man 3 W'erthe für 
!/, folglich wegen : a’ = y 6 Werthe für a erhalten , welche in 
47 und 48 eingesetzt, je 6 W'erthe Tür ß und y liefern. Die 
W'urzeln von 42 sind dann die 24 W'erthe, welche für z aus: 
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50) 

51) z’ - az-f Y = 0 

folgen, von denen jedoch je 6 und 6 zusainmenfallen mÜHsen, 
weil 42 nur 4 Lösungen haben kann. 

^Yi^ nehmen, um dieses zu beweisen, als die Wurzeln der 
Gleichung 49: ic,, Wj und ic, an; dann l(dgt aus: a? = y\ 

a = + [/«e,, ± j/ü'i, ± 

und hez. aiis 47 und 48 : 



A + 10 , 

1 ± 

B 

(IO, 

^ ± 

A + 10 , + 

B 

k 10 , 

T ~ 


«> 

> 

2 ’ 

2 



.4 + IC 


B- 


-4 + 10 , + 

B 

ß = 

1 + 

t'io. 

^ + 102 + 

ViB, 


2 

J 

2 . 

2 



und zeigen zunäelist, dass es zu vollkommen denselben Resultaten 
fuhrt, oh die verschiedenen W\*rthc des a mit dem einen oder 
anderen Vorzeichen in Anrechnung gebracht werden. Für. 

.4 + IC - 4 - A -f- tB — —-y — 

, , I 1. . k IC A V^IC 

a — yw, also tur: y — , p — - 

erhält man nämlich aus: 

+ az -(- ß = + V ^ “ “a“ 

l/in . -t 2 j4 + IC 

a — ' 4 


.4 + IC - -JL- 

= 0 


+ 2 


k'to 


>4 + IC + ; - 

dZ -f Y •= z’ — l/'ie . z -j r - — = 0 


= j^'L + y_ 


2A +10 7t _ 

4 2 yto ' 


A + w 


B 


und für : <x = — \/w , also für : y = 

B 


ytn 


p 


f .A + 10 + 


)/io 


aus : 
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z’ + az -f- ,3 = z‘ — \ 'w . z ^ = 0 

k'ip 1 < 2 -l + w f< 

^ 2 F 1 2 V 'u’ 


z 


j 


A + w - 

nz -\- t = z- -{- J. w . z -f- -- = 0 


z 


l/ic_ I -j 2 .1 + »■ I ß 

“ 2 “ — r 1 ^j/ip ’ 


also in jedem der beiden Fälle — .für n — -j- |/ »/,• und a — — \ w 
— die nämlielien Hesultate. I>ie 24 Wurzeln von 42 reduciren 
sich deninaeb jetzt schon auf 12, indem tur a, also auch für 
p und Y nur noch je drei Werthe zu herücksichtigen sind, von 
denen wir schliesslich noch folgenderniaassen zeigen , dass jede 
von ihnen zu den nämlicheii vier Wurzeln der (ileichung 42 führt. 

Rechnet man nämlich mit: a = ^ ic, , so sind die vier 

Wurzeln der Gleichung 42: 


I -I 2 - • + tt’i j h _ 

2 -r 1 ■'2 Km-,’ 

1 ytc^_ , yj 2 ++ «’, _]i 

“T 2 - r 4 2 kV, 

oder kurzweg : 


52) 


z 


±y^£\ I 1 /_ 2 .4 +JPi I It _ 

2 -r ^4 '±2kV,’ 


wenn nämlich die ersten und dritten doppelten Vorzeichen so 

gerechnet werden, dass nur die oberen: )- und nur die 

untern Zeichen: -j zusammeugehören. Für a = ^'tc, oder 

— wir setzen, um beiden Fällen gleichzeitig zu begegnen, 
für <x — j/«t! — , erhält man dagegen: 


53) z 


2 



++ w 1 ß 

'y ■“ +2 k V ’ 


so dass es darauf ankomint, die Identität von 53 und 52 dar- 
zuthun. Zu diesem Zwecke geben wir von dem auf jiag. 192 
allgemein nachgew iesenen Zusammenhang zwischen den Coefficienten 
und Wurzeln einer Gleichung aus, der iiü vorliegenden Falle, wo 
IC, , u\ und iCj die Wurzeln der Gleichung 49 sein sollen, 
durch : 
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«’i + “'i + "'3 = — 2 tr, v\ + w, w, -f u'j Wj -- A' — 4 C, 

tt’, jCj »Cj = 

flargestellt ist. .\us der ersten dieser Gleiclmngen folgt: 
i)4) H’j -j - '‘■'3 — — 2^4 — le,, also auch; 
w] 4- 2 «-J Wj -f icj = (2 yl + IC,)’, 
und aus der dritten: 


j^2 4 

55) tc, u\ — also auch : 4 w, u\ = . 

’ ir, ’ ’ ’ tc, 

54 und 55, von einander sidjtraliirt, geben aber: 

{«•j — “-3)' = (2 ^ + «?,)’ - 

oder : 

w, — IC, =- ± (2 ^ 4- - . 

Dieses in Verbindung mit: u, 4- »»3 = — 2A — »c, liefert 
endlich : 


tc 


3 


- 2 A — IC, 
2 


«’3 



oder zusammengezogen : 


• 56} 



2 .1 4- w 
' 2 ‘ 


iy 

12 A + «’i'i 

|> fi’ 

\ 2 J 

tc, 



r 

'-±\ 

/(■i3 + . 

iV 

/ Wi ’ 


wo das Zeichen — vor der Wurzel fiir ic, oder tc, gilt, Je 
nachdem man das Zeichen für tc, oder tc, in Anrechnung 
gebracht hat. 


2.t 


:.tj 

IG 


1 . 4 - 

IG 

ur 

+] 

8 

■f- < 
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Eine andere Art der Berechnung der vier Wurzeln der 
Gleichung 42 erscheint hier als Consequenz des folgenden 7m- 
suniinenhangs zwischen den drei Wurzeln der lliilfsgleichung 49 
und den zu berechnenden. Nach 52 sind die vier Wurzeln der 
Gleichung: 

57) x' + Ax^ ^ Bx-\- C = 0 
durch : 


58) 


X — 


±yj2\ 

2 



2 A IC, 
4 


I _ B 

' + 2 J-'tc, 


dargestellt, wenn die ersten und dritten doppelten Vorzeichen so 

in Anrechnung gebracht werden, dass nur die oberen: f- 

und die unteren: zusamniengehören und wenn tc, eine 

der drei Wurzeln der cubischen Gleichung: 

-4C)y-B' = 0 

ist. Wegen der schon mehrfach benutzten Gleichung: 


\/a~±yi = 


lässt sich aber .58 zunächst auf die Form bringen : 


, 1^/ 2 .4 + IC, l// 2 /I ■+ ■«!, V 

^ 2 V[ 2 ~ loy \ 


wo die ersten und dritten doppelten V'orzeichen wieder wie vorhin 
zu nehmen sind. 

Dieses mit 56 verglichen, erhält man, wenn etwa das obere 
Zeichen der Wurzel in 56 für «?,, also das untere für w, in 
Anrechnung gebracht wird : 


•« = + -^ + (-?- + 
oder in ausführlicherer Weise zusammengestellt: 

I V'll’3 
' 2 


59 ) 


fx, = — 

Fic, 

2 

1 V'«’; 

■ 2 

|xj = — • 

Kic, 

yiD, 

2 

2 

1*3 = + 

K'Ci 

2 

4- 

[ X, = -f- 

G«ci 

yw, 

2 

2 


2 

2 

2 


Digilized by Google 



218 


Für ein negatives ß in 57 : x’ -j- Ax' — Bx-\- C = 0 
geht Euniu-hst 58 in ; 


- = V-' 


also 59 in; 


B 

+ 2 yiPi 


« t V«:i 

*1 ■> a « 




l u: 

13^, = 


F'«! 


tiO) s 


»1 I F«j 

2 "I 2 ' 

Ji!<jL _j_ _j_ 

+ i 


1 "JL 
g 


2 

_Lr-> 

2 


Sind dcninadi «■,, m-, iind ic, die drei Wurzeln der cubisehen 
Gleiehung : 

y' — “1 O .'/ — B‘‘ — 0, 

dann sind 59 und 60 bez. die vier Wurzeln der Gleichungen : 

62) .x' A x^ B X C = 0 und 

63) x' + Ax' — Bx+ C = 0. 

Auf den ersten Blick möchte cs scheinen, als wenn die Be- 
nutzung von 59 und 6(i rascher zum Ziele führte, als die von 
58. Das ist aber, im allgemeinen wenigstens r nicht der Fall. 
Denn von den drei Grössen tc,, w, und ic, ist, falls B einen 
reellen Werth hat, stets eine positiv und reell; diese henutzt, 
macht, geht man von 58 aus, nur die Wurzelausziehung aus 
reellen Zahlen nöthig; die Iveiden anderen W'urzeln: «■, und ic, 
jedoch können eben so gut complex wie reell ausfalleu, so dass 
man, tritt erster Fall ein, bei Zugrundelegung der Wurzelwerthe 59 
und 60 genötbigt ist, aus complexcn Zahlen die zweite Wurzel 
zu ziehen. — 59 und 60 sind die von Euler zuerst aufgestellten 
Formen der vier Wurzeln einer reducirten, biejuadratischen 
Gleichung, der jedoch zu ihnen auf einem anderen Wege, als wir 
vorhin, gelangt. Fir nimmt als Wurzel der Gleichung: 

64) X* Ax' Bx-\- C ^ 0 
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die dreitheilige Summe : J/p -|- \/ q + \'"r an, dann folgt aus : 

65) X \/p-\- Yq -f- V r ' 

durch Quadrirung: 

66) x’ = p + 9 -f- )■ + 2 I p y -|- 2 y'q r -f- 2 ]/p r 
oder für : 

67) p -f- ? -j- »• = M'. 

68) x’ — M — 2 (|/p q -j- \/q r -j- I p r). 

Durch aheriualige Qiiadriniiig erhält man weiter r 

X * — 2x~ M AJ- = -Alpq qr pr 2 \ pqr 

(V^p V^')] 

oder für : 


69) pq-\- qr-\- pr = N 
10) p q r — T: 

71) X* — 2 x’ M —Hy Tx -1- AP‘ —AN=Q, 

d. i. eine tileichung vierten Grades, deren eine Wurzel: 
\ P V ~]r V ist, falls wegen 67, 69 und 10: p, q und r die 
drei Wurzeln der cubischen Gleichung; 

72) — M'z- Nz—T = 0 
sind. 71 mit 64 verglichen, gieht aber: 


-4 - 2J/, B = +HYT, V = AB — an 

oder : 

AI = -4, '4 AT == _ il. 

folglich ist : J/p -[- Vq + K'" eine Wurzel der Gleichung; 

-|- A — Bx “I“ (J = 0, 

wenn p, q und r die drei Wurzeln der Hülfsgleichung ; 


sind. Setzt man schliesslich in 73 : z = 4 und berücksichtigt, 
dass , wie sich leicht naclu-echnen lässt , für die Gleichung : 
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a:* ü 4" ^ 0 Wert lie : — I V + 1 7 — I 

— V'v - \ '<! + \ ‘ > 4- V'p - l'4 - V<- '"»1 <“'• 

(Mcichuiig: x* -j- -\- Hx C — Pt die vier Wertlie: 

~ I /' -\-\ q — 14' — l' '/ — 1 »’i + Vr — l' »■> 

\/r — \ q -f“ 1 4 ZU demselben Kesultat führen, welches vorhin 
für I 4 + \ q 4 l 4 in Bezug auf erste Gleichung erhalten ist, 
so crgiebt sich wie oben (60 und ö'J) : 


_L Ü £? _ f '’ 

T" 2 2 ' 2 

0_ E? _ J4 

'2 2 2 

Vp Vl I Kr 

2 ■ 2 2 


— 

Kp 

2 

+ 

V<i 

.1 

+ 

Vl 

2 


Vp 


14 


Vr 


2 


2 


2* 

4" 

Vp 

+ 

Vq 

2 

— 

Vr 

2 

4" 

Vp 

2 

— 

Vq 

2 

+ 

Yr 

2 


sind bez. die Wurzeln der (ileichung : x' A x'' — Bx C — 0 
und X* A x^ B X — 0, wenn man unter </, r die 
Wurzeln der Gleichung: -|“ 2^1^’ 4- (A‘‘ — 4 C) // — B‘‘ =r 0 

versteht. 


1. Beispiel; 

Für : 

X* _ 32 x’ 4- .‘569 x' — 1798 X 4- 15080 = 0 

erhält man, wenn x = s 4“ ^ gesetzt und darauf k mit 4~ ^ 
stimmt wird, als reducirte Gleichung: 

2* _ 15 2» 4- 10 z 4- 24 = 0 


und als Hülfsgleichung; 

,y> _ 30 V* 4- 129»/ — 100 = 0. 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist 1. Hieraus folgt: 

rJL5+l- V'L _ 12, 


Ol’ = jr = 1, 01 = 1, [5 


^ — l.ä + 1 ~t~ V 2 


,\lso wird: 

^J4_„24^ß=^2’ 4-2- 12 = 0, 2=— i + i/f4-i2 =— 4, 4-3 
z’ — 0ir-f-V = z’ — Z — 2 = 0, z — 4iiVi‘4 '<i = 4“^> * 


Digitized by Google 


221 


uiifl die vier Wurzeln der ge{!el)eiieii (ileicliuiiK sind: 

X, — 'S 1, Xj ~ B -f" Xj — H 2 , X, = H — 1 

d. i.: 

X, — 4, Xj = 1 1, ^3 — 11^1 ^1 

2. B e i s p i c 1 ; 

Kür: X* -j- 3x’ 7x — 1=0 ist die Hüllsgleiehuiig: 

,f -f Gy-> ^ — 4it = 0 

oder wenn: y = z — 2 gesetzt wird: 

ä’ + 2 — 50 0. 

Die reelle positive Wurzel ist deninueli (s. 41 pag. 207) 

3 

2| w™" tg-J- -=^ I IS-y- «hJ = t?tV i 

d. i. wegen: = 0" 22' 25, f.", «J« = 8" 20' 8,r)": 

2 , = 3.8074, also = 1,8074. 

Hieraus folgt: 

a = 1,344390, 'fi - 5,0071, f = —0.1997 

und : 

X, = — 0,072198 + 2,13442 i 
X, = — 0,072198 — 2,13442 i 
X, = +0,072198 + 0,807180 = 1,479384 
X, = +0,072198 — 0,807180 = —0,134988. 

Ist die biquadratiselie (ileieliung reciprok, d. h. kommt ihr 
eine Wurzel = -- zu, falls eine andere = w, vorhanden ist. 

dann gestaltet sieh die Auflösung darum einfaeher, weil unter 
diesen Umstünden <lie Ilülfsgleiehung vom zweiten Grade sein 
wird. 

Zunächst folgt nämlich, dass, wenn die Gleichung: 

x' + zlx^* + Zlx’ + C'x + 21 = 0 
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muss: 


gleichzeitig die Wurzeln ic, und — hat, gleichzeitig stattHnden 

tc , 

ic) -f yltrj + Btc] + 6' IC, -f 7j = 0 


Dieses wird- der Fall sein, wenn man: 



d. i. w^enn man : 





jC 

1 ) 


/> == + 1 ♦), r = 4- yl . li ^ B, = + C 

hat, so dass im Falle der Reciprocität die (ileichung von diT 
F'orm: 

* A B x‘‘ A X \ =0 

sein muss. Zerlegt man nun in quadratische Factoren , indem 
das Polynom gleich (a:’ (^- " 1 " " 1 “ 1 ) gesetzt wird, 

d. i.: 


X* -|— A x^ -j- Bx^ ^ "I“ 1 "1“ ^ “f” “I“ 

= x‘ + (a +ß)x^ 4_ (2 + ,ß)x’ + (<z + ?)x 4- 1 . 

so erhält man zur Bestimmung der noch uid)ekannten (’oet'fi- 
cienten a und ß die beiden (ileichungeu: 

a + ? = A 

24 -aß = ß 

aus welchen folgt, dass a und ß bez. die Wurzeln der quadra- 
tischen (ileichung: 

z’ — zl 2 4 -(ß — 2 ) = 0 

sein müssen. Hieraus a und ß genommen, ergeben sich dann die 
Wurzeln der gegebenen (Ileichung durch Auflösung von: 

x’-j-ax4-l = 0, x’4“ß*^4”^ — 0- 


•) .Aus: /J’r=-Fl kann unter aujioublicklielien Uniständcn nur: /> = -Fl 
gesrlilosscn «cnien, weil: J) = — 1 znr Kolgc hatte: B = — B. 
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Beispiel: 

Für die Cileiehung: 

•e’ — •} S + S j' x’ — ^ J a; + 1 = Ü 
ist die quadratisdie HUlfsgleicImii": 

+ V'i® = 0 

aus welcher man : 

z, r= a = — -I- t, z, = ß — fl i' 

erhält. Die Wurzeln der gegebenen (ileichung folgen demnach 
aus : 

+ + + i =0, x’ + (-f|-f|i)x+i -0 

mit: 

X — I — f l i + ] ' — 33 — !)<J i , 

* ± fV i 33 r , 

und wenn die zweite Wurzel aus — 33 + !’)6t nach der pag. 173 
und 174 gegebenen Methode gezogen wird: 

^ — H ' i ~ ^ *)' ^ ~ !i 4* * i i'V 4" ~ o 

d. i.: 


X, = 2 — 3 1, 
2+ 3t 

(2 + 3i)(2 — 30 

1 

~ 13 ~ 

13(2 — 30 ~ 

2 — 3t 

Xj = 2 -[- 3 1 , 

' 


2 — 3 t 

(2-30(2+30 

1 

~ 13 ~ 

13(2 + 30 

2 + 3t 


Hiermit sind wir zu einer Grenze gelangt, die sich in der 
Arithmetik nicht überschreiten lässt. In dem Sinne nämlich, in 
welchem wir die (ileichiingen 2ten, 3ten und 4ten Grades lösten, 
ist die Bestimmung der Unbekannten einer Gleichung fiten, öteu... 
Grades unmöglich. .Mfin bedarf darum zur Lösung dieser höheren 
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(ileichuiigeii oiner besoiulemi Metlmilo, von ili>r sicli ullerdinps 
einif'e liruclistückc, mit denen man in sehr j'ünstigen Fällen 
aiiskonuncn könnte, durch die Mittel der Aritlimetik constatiren 
Hessen; eine vollständige Darstellung derselben ist jedoch ohne 
viele Sätze der Analysis nicht möglich, so dass wir an diesem 
Oi'te genötliigt sind, die Theorie der Gleichungen zu verlassen. 
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Die Exponentialwerthe. 
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Theorie und Berechnung der Logarithmen. 


Ötelu'ii drei Zfilileii o, b und c in einem soleheii Zusainmen- 
liiiiiff, dass die erste a i-mal mit. sidi selbst multii)lieirt c giebt, 
dann ist dieses Verliiiltniss zwiselien den drei (irössen bekanntlieb 

V 

sowohl dnreb; n*’ = c wie dnreli: ]/c = a ausgedriiekt. Für 
diese niimliehe Beziebung giebt cs aber noch eine dritte Dar- 
stellungsweise, die darin besteht, dass man den Exponenten irgend 
einer Potenz den Logarithmus ihres Werthes nennt, also im 
obigen Falle b den Logarithmus von c, und schreibt : 

b = logarithraus (c) = log^ (c), 

wo das a am Fusse des (f nur den Charakter eines Index hat, 
welcher den Werth der jedesmaligen Basis anzoigt. 80 ist also 
wegen: 2» = 8, 3 = log, 8; 4’ = 16, 2 = log, IG; (|y 
4 = log^ -,V; V'^'^ -- 5, i log„ 5 u. 8. w. 

In h'olge dieser I'irklärung unil des daraus hervorgeheiiden 
Znsamineidianges zwischen Potenzen und Logarithmen lassen sieh 
den letzten zunächst folgende wichtige Eigenschaften naehweisen. 
Hat man eine Reihe von Logarithmen derselben Basis, etwa: 

1) log, j», = X, , log, ni, = X,, log, »»3 = Xj . . . log, ?)i„ =r x„, 

so dass zwischen den drei Grössen a, m, und x, ; a, in,, x, ; 
a, 7«,, X, ... n, vi„, X, Beziehungen existiren, die auch durch 
die Gleichungen: 

2) a”’ — 771, , a*' = 7«, , w*' = 71I3 ... a'- = tn„ 

dargestellt werden können, so folgt einmal .aus 1 durch Addition, 
ein andermal aus 2 durch Miiltiplication der linken und rechten 
Seiten siimmtlicher Gleichungen : 

15 * 


Digitized by Google 



•228 


3) log.»«, -f- 1<>}?»«‘2 + log . »«3 + ... + log.»H„ - o:,+Xj4-a-,-|- ... +X'n 

4) = XI,.»«J.»H, ... >«„. 

Kille uimiittelbare Consequenz von 4 ist aber: 

5) log. ('«, . »«, . »«3 . . . »»ü) = X, + -f X, ... + x„, 

welches in Verbindung mit 3 den ersten Kundamentalsatz : 

6) log.(»«,.»»j.»H,. . »«„) = log.»H,4-log,»nj + Iog .»»3 + - + log.»«n 
liefert, der in Worten ausgedrüekt lautet: 

I. Der Logarithmus eines Productes ist gleich 
der Summe der Logarithmen der einzelnen 
Factoren. 

Für den Quotienten existirt ein ähnliches Gesetz. Nimmt 
man nämlich von 1 und 2 etwa die beiden ersten Gleichungen, 
stellt für 1 ilire Ditterenz, für 2 ihren Quotienten her, so erhält 
man bez. : 


7 ) log, Wl, log. ?«3 = X, Xj 



woraus ohne weiteres folgt: 

’J) loK.( ) = log. »«. — log. TO,. 

I). h. II. Der Logarithmus eines Bruches ist gleich 
der Differenz der Logarithmen des Zählers 
und Nenners. 

Wird endlich in 6: n», = »n, = m, = ... = »«„ — »n ge- 
setzt, so ergiebt sich : 

10) log, (wi") = n . log. m, 

■eine Gleichung, die auch für gebrochene und negative Exponenten 

n 1 

gültig bleibt. Denn für: »«" = p, also für: »« = ]/p =: geht 

10 über in : 

■V - 

log. (p) = »»log, (J./p — p") 

oder in : 

"r ’ 1 

1 1 ) log, (I ' p — p’) — ~ log. p ; 

und weil: »»i'^“ = also: log. (»ii““) — log.T ') oder in 

Hl“'"'' Vm”*"“./ 

Rücksicht auf 9; log, (»»t-") = log, 1 — log, (m+“) - log. (1) 
— n log, XI sein muss, der Logarithmus von 1 aber, was auch a 
sein möge, stets wegen: a" = 1 gleich Null ist, so folgt: 


% 
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12) loga (m-“) =r — n log. m , 
und man hat den allgemeinen Satz; 

III. Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem 
Product e aus dem K.xponenten und dem Loga- 
r i t h m us der Basis. 

Vermöge dieser den Logarithmen nachgewieseiien Eigen- 
sclr.iften (I., II. und III.) sind dieselben für die praktische Hech- 
nung von grosser Bedeutung. .Vngenommen nämlich, man habe, 
hei Zugrundelegung einer bestimmten Basis, zu jeder Zahl den 
Logarithmus berechnet — diese erste Zahl nennt man zur Unter- 
scheidung von anderen insbesondere den Numerus — , daun wird 
hiermit auch gleichzeitig der zu einem Logarithmus gehörende 
Numerus bekannt sein. Handelt es sich jetzt um die Werth- 

Ermittelung eines Ausdruckes, wie etwa: j,' 0, ^ J ]/(|)®u.s.w., 
dann lässt sich zunächst den Gesetzen L, II. und III. zufolge 
behaupten : 

log. l/9 = \ log. 9 

log. J/f = J [log. 3 — log. 7) 

log» i V = log« 3 — log. + V*r [log« 5 — log. 2]. 

Aus der Tafel, in welcher die Logarithmen der verschiedenen 
Numeri verzeichnet sind, liest man jetzt: log 2, log 3, log 5, log 7 
und log 9 ab, vereinigt dieselben, wie die rechten Seiten letzter 
Gleichungen es vorschreiben, und erhält aut' diesem Wege der 
Reihe nach diejemgen Zahlen, welche die Logarithmen der zu 
berechnenden Ausdrücke sind, so dass die wiederum aus der 
Tabelle abzulesenden Numeri die Werthe der gegebenen Grossen 
sein müssen. 

Man sieht also, dass durch Benutzung einer Tafel von Loga- 
rithmen die umständlichen Operationen des Multiplicirens, Divi- 
direiis, Poteuzirens und der Wurzelzichnng sich auf .\dditionen, 
Snbtractionen, Multplicationen und Divisionen zurückführen lassen, 
dass demnach eine Kenntniss der Logarithmen die Rechuuiig mit 
Zahlen ungemein vereinfacht. Wir überlegen darum, wie sich 
eine solche Tabelle von Logarithmen berechnen lässt. 

Wird eine Zahl, die mit a bezeichnet werden möge, als 
Basis eines zu construirenden Logarithmensystems angenommen, 
dann hat man ohne weiteres den früheren Erklärungen zufolge: 
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l..g (a") = 0 

log (a+‘) — + 1 
log (a+>‘) =4-2 
log («+*) = -f- 3 


log (a-‘) = — 1 
log («-*) = — 2 
log (a~’) = — 3 
log (a-^) = — 4 


oder wenn die Wcrtlie der l’otenzen: a’, ... kurzweg mit 

b, c . . . und die der Hrüelie: — • kurzweg mit [5, y ... 
bezeidmet werden: 

I3j Numeri: ... y» c . . . 

14) Logarithiui; ... — 2, — 1, 0, -(- 1, -{- 2, -}- 3 . . ., 

SU dass es sidi jetzt tiodi uni die Logarithmen der Zahlen 
handelt, welehe bez. zwisehen: ... y '"'^1 ßi ß li 1 
a und b . . . liegen. L'ni die Methode ihrer Hereelmung niil- 
theileii zu können, ist es zuiiäehst nothwendig, folgende Kr- 
klärungcn und Sätze aufzustellen. 

ln üeziig auf irgend welehe, unter einander ungleiehe Grössen 
wird diejenige Grösse ein Mittelwerth genannt, welehe kleiner 
als die grösste und gleieiizeitig grösser als die kleinste der 
ersten Individuen ist. So sind für die Zahlen 2, 3 und 5: 4, 2f, 
4,9 u. s. w. Mittclwerthe. Und weiter nennt man die Summe 
inehrer Grössen, dividirt dureh ihre .\nzahl, ihr arithmeti- 
sches .Mittel, dagegen das mit ihi'cr Anzahl depotenzirte I’ro- 
duct ihr geometrisches Mittel. So ist also für die Zahlen 

2, 3, 7 das arithmetische Mittel: — ~ = 4, das geometrische: 

O 

|’2T3.7 = |’42T 

Von diesen Erklärungen ausgehend, wird sich nun zunächst 
beweisen lassen , dass sowohl arithmetisches wie geometrisches 
Mittel stets in Ileziig auf die Zahlen Mittclwerthe sein müssen, 
für welclic sie hez. arithmetisches oder geometrisches Mittel sind. 
Denn wenn für die «Grössen: 

a, b, e . . . o, p, (j 

n c^b <^c ... •</>■<<■/ vorausgesetzt wird, so folgt aus: 
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a = a 

7 > « 

a b 

q > h 

a C' c 

q > C 

a < p 

q > V 

a a q 

q = q 


einmal Adilitiun: 


i ^ > 

ein amleniial tluirli Multiplieatiim: 

U __ .... 

q ]> Y'a bc . . . q > n 

d. li. es tblet, dass sowold das aritlimetis<'he Mittel: 

« 

It . 

wie das neometriselie : \,ab ... j» q grösser ist als die kleinste, 
nml gleieh/eitig kleiner ist als die grösste der betraeliteten Grössen. 

Kehren wir nun zu unserer Hereelinung der Legarithmen 
zuriiek. Nach 111. und II. ist log, J/ xy = ^ leg» (u;;/) = ^ (log* a: 
-|-lüg„^) un<l wenn log, x mit A', log, ^ mit i" bezeichnet wird: 

I 1/ A'd y 

log. \/xy = 


d. h. der Logarithmus des geometrischen Mittels 
zweier Zahlen x und y ist gleich dem arithmetischen 
Mittel ihrer Logarithmen. 

Heachtet man ausserdem, dass sowohl | xy tiir x und y 

wie ' ^ für .Y und Y Mittelwerthe sind, so erkennt man 

sofort, durch welclms Vbo'fahi'en sich die Reihen 13 und 14 so- 
weit vervollständigen lassen, wie man nur will. Zwischen ^ und 
p z. R. in 13 wird der Numerus eingeschaltet und zwischen 
— 2 und — 1 in 14 als der eorresjmndirende Logarithmus: 

* = — 1,5; dieses Frincip durchgefuhrt, erhält man dann 
statt 13 und 14: 


15) N.: 

16) L.: 


1 1 Aß ' ß 

|/"ß ! 1 <i 1 a 1 [, a6j A ! j.- Arj <• 

1-1,5|-1 

— 0,5 0 0,5 1 1 1 1,5 |2j 2,5 |3 


Werden jetzt die leicht bestimmbaren Werthe von J/y ß, ^/ß, 
|/7i, \/ (th, \' bc hez. mit Yn ßn "ii ^11 ‘^1 bezeichnet und das 
nämliche Verfahren wiederholt, so ergehen sich die schon voll- 
ständigeren Reihen: 
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17) N.: ... T, KtTm Y,. Ky.?, ß, ß.- Vl. 

18) L.: ...—2, —1,75, -1,5, -1,25, -1, -0,75, -0,5, -0,25 

N.: 1, v4i,, ya^a, a, ]/ah^, b^ ... 

L.: 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1, 1,25, 1,5 ... 

Naclidein nun die Zahlenwcrthe der .\usdriicke: I^^yYi' l'^iß> 
. . . bestimmt sind, kann man in der niiinlicben Weise 
weiter reelinen , und erhält offenbar auf diesem Wege zu einer 
Keilie von Numeri, die man so nahe an einander legen kann als 
man nur will, die betreffemlen Logarithmen. 

Ist die Hechnung bereits soweit durehgefuhrt, dass die Unter- 
schiede zweier auf einander folgender Numeri erst in den letzten 
Stellen hervortreten, dann lässt sich die lüldung der neuen 
Glieder der oberen Reihen in Rücksicht auf folgende Remerkung 
sehr vereinfachen. 

Bezeichnet man den Werth des arithmetischen Mittels zweier 
Zahlen x und y, von welchen y >■ x, etwa y = x -f- S. sein möge, 
mit A, den ihres geometrischen Mittels mit G, so folgt aus: 

A = + G = ]/ry = ]/xlx+^ 

durch Quadrirung: 

zl’ = x’ -j- x5 -I- , ö’=x’-fxo 

so dass : 


also: 

19) 


A^ — G^ = {A- G) (A -f- G) 



8»_ 

Ma'+G) 


il 

4 


sein muss. Angenommen nun , x und y seien n ziffrige Zahlen, 
die sich nur in den letzten q (q <i «) Ziffern unterscheiden^ dann 
ist in Rücksicht auf Gl. 4 pag. 107 ; 


= z; = 

also stets: 

20) 5’ < lO^i; 

und andererseits wegen: 

10“-‘ ^ X < 10“ 

10“ 

10”‘ < ^ j < 10" 

10"-' ^ (Kx7 = G)< 10", 
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jedenfalls: 

-f- fV > 10"-', 

welches durcli Division in Verbindung mit 20 giebt: 


^4 O 


. <. 




folglich auch: 


A — G = 


5« N 


4 10 ' 


iO— äJi|— l 


Ist demnach : 

d. i.: 

so erhält man: 


u — 2q — 1 >0 


1 \ ^ n — 1 

^1) ? < ^T“ 


22) A — G<i oder: ^ — 0,25 < (?. 

Hieraus lässt sich achliessen, dass arithmetisches und geo- 
metrisches Mittel, wenn: q ^ - stattfindet, in den /»ersten 

Stellen übereinstiminen. 

Denn: A = muss, jenachdem x -|- y eine ungerade 

oder gerade Zahl ist, entweder von der Form: 

tj ^3 ■ • • — t tn , 0 

oder von der Form : 

^2 ^3 * ■ * 

sein. 

Nach 22 ist von diesen Zahlen weniger als 0,25 zu subtrahiren, 
um G zu erhalten. Folglich wird im ersten Falle die Difierenz G aus 
der nziffrigen (lanzzahl: ... f„ und einem Hiuch, dessen erste 

Decimale 5 ist, im zweiten Falle aus der n ziffrigen (ianzzahl 
t, t, ... fa-i (ftt — i) und einem Ilruch, dessen erste Decimale 
>5 ist, bestehen. Rechnet man demnach nur bis auf n Stellen 
genau, corrigirt hierbei die letzte Zitier in Rücksicht auf die 
erste Decimale, d. i. lässt erste unverändert oder erhöht sie nm 
eine Einheit, jenachdem letzte y 5 ist, so erhält man stets als 
geometrisches Mittel : 

t, <2 . . . (n 

d. i. eine Zahl; die in den n ersten Zitlern mit dem arithmetischen 
Mittel übereinstimmt. 
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X =■ 4203 14H mul 
^ -T- 42031»'.nt ist: 

-1 = 4203073..") mul 
t; = 4203573,4, 
also bis auf 7 Stellen genau: 

A = G = 4203573. 

Für: X — ‘.«»83100 uiifl 

,/ 1«»8.3!«I8 ist: 

,4 1)'.»8354‘J mul 

G = '.«)83548,'J 
also bis auf 7 Stellen genau : 

A — G = '.«»83549. 

Im vorliegetulen Falle, wo dieser letzte Satz vom aritb- 
nietiselien mul geoiaetrisclien .Mittel zur eiiifai'lieren liestiiuinung 
der neuen Numeri dienen soll, werden allerdings x und ij im 
allgemeinen I»eeimalbriidie mul nielit, wie vorhin vorausgesetzt 
wurde, (i.'iiizzablen sein; es würde darum die Uebereinstimmung 
der beiden .Mittel zweier «ziffriger Deeimalbriicbe, die sich 

liiielistens in den letzten Stellen unterscheiden, noch be- 

sonders zu eonstatiren sein. l»iest“s lässt sieh durch Schlüsse, 
deu obigen ganz amilog, so einfach machen, dass wir die Iturch- 
führmig unterlassen und nur lumh eiidge IJemerkungen über die 
.\mvendung jenes Satzes hinzufügen. 

Jeder neue Numerus ist das geometrische Mittel zweier 
Zahlen, folglich ist ei-ster im allgemeinem irrational, wird also nur 
bis zu einer (Jrenze, die alx*r ganz beliebig gewühlt wei'den kann, 
bestimmt werden können. Man wird sich darum über irgend 
einen Grad vam (ienanigkeit entscheiden müssen, .\tigenommen 
nun, man wollte Numeri wie Logarithmen bis auf 7, 8, ‘J oder 
10 Decimalen genau haben, dann würde man die lleehnmig nach 
dom früheren 1‘rinzipe so weit zunächst durchznführen haben, bis 
die Numeri siih bez. nifr noch in den: 3, 3, 4, 4 *) letzten l»e- 

*) Fü r II = 7 oder 9 erhält man aus 21 : 3 < .1 bez. 4. Für 11 = 8 
oder IO daceiien : ^ J bez. Sj. Weil nun q eine absolute tjanzzabl sein 
muss, 80 fids.'t, dass in den beiden letzten Fällen q bez. ^tneb 3 und 4 zu 
nebinen ist. 
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cinmleu unterscheiileii. Von liier ab ergeln-n sicli dann die neuen 
Numeri in einer einfacheren Weise, näiulicli durch liestiininung 
des arithmetischen statt des frühm'en geometrischen Mittels. 

Die letzten Bemerkungen, welche sich auf die Ermittelung 
der Logarithmen irgend eines Systems beziehen, sind mehr in 
düT Absicht gegeben, die Möglichkeit der Berechnung zu 
zeigen als in der, den Apparat herzustellen, dessen man sieh zur 
Construction einer Logarithmen - Tafel bedienen müsste. Aller- 
dings behanjitet van Swinden in seinen Elementen der Geometrie 
(deutsche Uebersetzung von Jacobi pag. 111, -\nmerkung 4), 
dass Briggs und \'hicij ihre Logarithmen anf oiiigem Wege her- 
stellten; dem modernen Kechner wird jedoch dieses Verfahren 
zu mühsam sein; er wird von den Keihen (iebrauch machen, die 
in «ler Theorie der Eunetionen zu die.sem Zwecke entwickelt 
werden. 

Welches der verschiedenen .Mittel man nun auch für die 
Berechnung der Logarithmen wählen möge, man muss sich zuvor 
ülier eine bestimmte Zahl als Basis entscheiden und sich hierbei 
von folgenden Leberlegungen leiten lassen. 

Die Logarithmen sind im allgemeinen DecimallirUche. Denkt 

man sich dieselben reducirt, so werden sie stets von einer der 

1 ■ L- 2ii ) 1 ‘in '.'«4-1 ... , , . , 

tirei rönnen: .. V~i, — r-.i .. «ein müssen, d. h. entweder 
ZMi 4- 1 im -p 1 im 

sind Zähler und Nenner gleichzeitig ungerade, oder der Zähler 
ist gerade oder ungerade, während der Nenner ungerade oder 
gerade ist. 

Angenommen nun, man nähme eine negative reelle Zahl als 
Basis, etwa — a, daun wären sämmtliche Numeri von einer der 
drei Eonnen : 


JJn f- I ^ Sn I 

( — (—<•1)=*“ . 


P^s ist aber zunächst für den ersten Fall (siehe pag. 177); 

Sn }- I Ifm-fl 


_ J/uHn + I 



•i k + 1 
2in + 1 


"j— 1 si n 


- * + J 

‘i m -f I 


)k : 1 2m 


2n 4-J 2IU-I-I 

SO dass (— + ' nur den einen reellen Werth: — ya^" + ‘ (für 

2"i+] 

i - 7h) haben, folglich für den Numerus: -f- j/a*" + ‘ kein 
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Logiiritliimis existiren kann. Z. li. für die IJasis — 8 ist 


(- 8 ) 


i _ 


= p- 18 ‘*) = (cos 


2 i^-j- 1 
3 


-|- »’ sin 


•ik + 1 


32 (. 1 — ‘ ( — 8 )^ hat demnach nur einen reellen 

Werth, der aber negativ ist : — 32 ; die unmittelbare Ck)nsequenz 
biervon ist, dass im System der Basis — 8 für die Zahl +32 
kein Logarithmus existirt. 

Für den zweiten Fall hat man : 


2n 

(— a)*“‘ + ' 




im+l 




2* 1 • ■ 2 t \ 

= 1/ a-" I cos r. + i sin ^ 1 

* V 2w*+l ‘ 2 m -f 1 /k = o, I 


. -2m, 


woraus hervorgeht, dass (—(«)*"' + ’ nur einen reellen positiven 

8m -fl 

Werth + I'«-" (für k = 0) haben, also der Logarithmus der 

8in+l 

negativen Zahl — J/«-" nicht existiren kann. Z. B. für die 
Basis — 8 ist; (—8)^ -= l^(^ S)*“” = (8‘f= 16 (cos 

+ ‘ ^3’'X = o,.,, = + 18, + 18 (- I + i V"S), 

_j_ k; (_ l. — .1 l/3^. Im System der Basis — 8 giebt es dem- 
nach keinen Logarithmus für die negative reelle Zahl — 16. 

Und endlich drittens folgt aus: 

8« 4_* äni 2m 

(_a) i» j/(- a)»“ + ‘ = J/— (a'"-l-‘) 

dass weder für die positive, noch für die negative reelle Zahl, 
deren absoluter Werth = V^a*“ + ‘ ist, ein Logarithmus existirt. 

Z.B. (- 16)‘ = 1* -W = 1^8(cos ?i+Jz + /sin'^* ‘"Lo..,ä,3 

= 128 (1 ]/2 + f V/2), 128 (- 1 + J V'2), 

128 (— i- V2 — yV^2), 128 (I V'2 - ^ 1^2). Die absolute 

Zahl 16 mit \ potenzirt giebt die absolute Zahl 128; es muss 
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*n + 1 

(+ «) 


demnach 16, mit jeder anderen Zahl potenzirt, ein Resultat ver- 
schieden von 128 liefern. Nun hat aber ( - 16'/ nur coiuplexe 
Werthe, folglich ist sowohl der Logarithmus von -f" 128 wie der 
von — 128 für das System der Basis — 16 unmöglich. 

Stellen wir jetzt analoge Betrachtungen unter Annahme einer 
positiven Zahl als Basis an. Wird dieselbe mit -(- a bezeichnet, 
dann werden s.ämmtliche Numeri von einer der drei Formen: 

in + 1 _*■> _ 

sein. Weil erstens wegen : 

SM_1 Sni+I 

(-{-«/"■+*— )/-j- (0*" + ') 

= |/fi*"+ifcos 5— ^j---f-«sin Tr) 

’ \ 2 m 1 2 fii t 1 /k^o,i,a...iin, 

und zweitens wegen : 

Sn Sro+l 

(-fa)*^+‘ = l/+(a*") 

2 k ... 2 k \ 

= 1/«=*“ (cos r -4- i sm -xr~i' r ^1 

^ V 2 m I 1 ' 2 m -{ 1 /k = o, i ... 2 m 


2 n ^ 1 2n 

sowohl wie (-|-a)^"' + 

Sm+I 


nur einen reellen positiven 

am+l 


Werth hat, nämlich bez. und [/«*" (für k = 0), so 

sind die Logarithmen der negativen Zahlen, deren absoluter 

Sni+l Sm+l 

W'erth bez. |, 'o*“ + ‘ und |/ «-" ist, jetzt unmöglich. Z. B. für 
die Basis -)- 27 folgt aus : (-(- 27)^ = \y~\- (27‘) — 243 ^cos 

+ •■*!" -H-.,.,. “ + 03 (_.l + 4)/3), 

243 2 ^'^')' -f- 27 der Lo- 

garithmus von -f- 243 gleich ^ ist, dagegen der von — 243 nicht 
e.xistirt. Und folgt aus: (-j- 27)^ = -f-81, 81 

81 ^1'^)' log^-jT ( — 81) unmöglich ist. 

Kndlich erhält man drittens aus: 

~i" ^ 2n , 

(-f a) = i/4-(aä'"+‘) 

= l/a*“' + ' fcos i*- ~ -j- ’ 8''' ~) 

^ \ 2 « ‘ 2 »I /k = 0 ... (2n 1) 
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21H-1-I / im+l\ 

(lass (-f- (i) *'• zwei reelle Wertlic, nämlich: -j- v« jfurA;=rO 
a / für k =• j(, hat, dass Jetzt also der Logarithmus 

*in + l 

derjenigen Zahl, deren absoluter Werth a ist, existirt, mag sie 
positiv oder negativ sein. Z. B. für die Basis -}“ 16 felgt aus 

(+ 16)^ = K+Tl6^ - 8 (cos 4- t sin ^ ^ ^ ^ 

= -j- 8, -f- 8 1 , — 8, — 8 i, dass : Ing^ig 8 = log.f-i6 ( — 8) 
J sein muss. 

Das Kndergebniss unserer letzten Untersuchungen ist dem- 
uaeh folgendes. Bei .\nnahmo einer negativen Z;ihl als Basis 
sind die Logarithmen sowohl einer Anzahl positiver wie negativer 
Xumeri schlechterdings unmöglich; dagc’gen für eine positive 
Basis oxistiren nicht nur die Logarithmen siimmtlicher positiven 
Numei-i, sondern auch die Logarithmen deijtmigen negativen 
Xumeri, deren absoluter Werth durch Botenzirung der Basis mit 
einem Bruch, dessen Nenner gerade ist, gebildet wird. 

Ks ist darum wobl kein Zweifel , dass bei der Wahl einer 
Basis nur von den positiven *) Zahlen die Bode sein kann. Von 
den verschiedenen Numeris, die dann den einzelnen Logarithmen 
zukommen, ist stets nur Je einer reell und positiv, zuweilen auch 
ein zweiter reell aber negativ, und sind die übrigen imaginair. Was 
nun diesen zweiten negativen reellen Numerus anlangt, so wird 
man sicli über seine Kxistenz selten entscheiden können, weil 
die Logarithmen nur bis zu einer bestimmten Decimale genau 
angegeben werden, cs also unmöglich ist, zu erkennen, ob der 
Nenner des reducirten Decimalbruches im Logarithmus durch 
zwei getheilt werden kann oder nicht. In den Tafeln sind darum 
nur die Logarithmen der positiven Numeri angegeben, so dass 
man die etwaigen mit Logarithmen durchzuführenden Rechnungen 
stets so einrichten muss, dass man nur der Logarithmen positiver 
Zahlen bedarf. 

l)ie Thatsache, dass dem nämlichen Logarithmus verschiedene 
Numeri, von denen einer reell, die übrigen im allgemeinen 
complex sind, zukommen, führt newh zu der Consequenz, dass 

*) Ks ist allordinjis niclit gezeigt , dass aiirh imaginaire Zahlen un- 
liraui'hhar sind. Solches geht aber ohne weiteres aus den pag. 178 für 

n 

j/'l-f urhaltoueii Wertben hervor. 
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jedor Numerus eine Reihe von I^ORuritlinien hat, von welchen 
jedoch nur einer reell und die übrigen complex sind. Aus: 


(+ '0 ^ = 1 + ( («'S 

folgt nämlich unmittelhar: 


oder : 


log, J/a“ (cos ” -4- i sin ® 

+• r \ I y /k = », I ... y_l 1/ 


(y-l). 


('‘*’^ ' "I“ * s*'* ~ — — 

+• +■" ' .*/ .'/ /k = 0, I ... (y- I) y ' 

demnach auch : 

1 1 V , -r I / 2 J' r I . . 2 <• r \ 

y. ' 

Der Logarithmus von 1/«* hat demnach y verschiedene 

Werthe, von welchen nur einer reell ist; nämlich — - für k = 0. 

y 

Die übrigen Werthe lassen sich in der Arithmetik nicht be- 
stimmen, weil erst die Analysis die Mittel gieht, die Lo- 
garithmen complexer Zahlen , d. i. der Zahlen von der Form 

^cos — — -j- «sin — zu berechnen. Dort wird sich ergeben; 


lo 


/ 2 i it I . . 2 1 :t \ k . , 

g+.(eos -f ,sin - = 2 ■ - r - log 


(+•) 


wo e eine Zahl bedeutet, die bis auf 7 Decimalen : 2,7182818 
lautet und wo statt k so viel auf einaniler folgende Ganzzahlen 
einge.setzt werden können, als y Einheiten hat. 

Es bleibt uns jetzt noch die Wahl einer bestimmten positiven 
Zahl als Rasis übrig. Zu dem Zwecke stellen wir folgende 
Ueberlegiingen an. 

Die Zahl -(- 1 ist ohne weiteres auszuseldiessen , weil die 
Potenz (-}- 1)" für jedes reelle, im übrigen positive oder nega- 
tive, ganze oder gcbrwhene « gleich -|- l ist, demnach einerseits 
sämmtlichc reelle Zahlen unter diesen Umständen als I<oga- 
lithmen von -|- 1 zu erklären wären, und andrerseits die I^oga- 
rithmen aller von -j- 1 verschiedenen Zahlen nicht existirten. 

Theilen wir jetzt die Zahlen in solche, die kleiner -(- 1 und 
in solche, die grösser -}- 1 sind, d. i. in positive echte und 
unechte lirüche. Nimmt man einen positiven echten Rruch ß zur 
Basis, so fidgt aus: 


1 > ß' > ß’ > ß’ > ... > ß", 


Digitized by Google 



240 


dass mit zunehmenden Logarithmen die Numeri abnehmen, dass 
also zu grösseren Niimeris kleinere, ilagegen zu kleineren Numeris 
gi'össere Logarithmen gehören. Ist aber die Basis ein unechter 
Bruch so folgt aus: 

1 < ö' < ^’ < < ... < b'\ 

dass Logarithmen und eorrespondirende Numeri gleichzeitig mit 
einander zu- und ahnehnien. 

Wegen dieser (ileiehartigkeit eignet sieh oflenbar ein un- 
echter Bruch besser als ein echter zur Basis. 

Die schliessliche Frage nun , welche derjenigen positiven 
Zahlen, die grösser als 1 sind, zu nehmen ist, beantwortet sich am 
besten durch Angabe der Gründe, die uns veranlassen, die Zahl 
10 zu wählen. 

Im System der Basis 10, oder, wie man kurzweg sagt, im 
gemeinen oder Briggsschen *) System, ist: 

= log, „(10") — log vulgaris (10") = log v. (10“) = log brigg(10“) 

= log (10”) = «, 

log (10"+‘) = n -j- 1. 

Nun sind alle (n 1) ziflFrigen Ganzzahlen, wir bezeichnen 
sie kurzweg mit gleich oder grösser 10“ und kleiner 10"+‘ ; 

folglich muss log stets zwischen n und n 1 liegen , d. i. 

aus der (ianzzahl « und einem Decimalhruch bestehen. Im 
Briggsschen S}'steni ist demnach die Anzahl der Ganzen im 
Logarithmus stets um eine Einheit kleiner als die Anzahl der 
Stellen im Numerus, so dass aus letzter sofort die erste, welche 
man Kennziffer oder Characteristik nennt, abzulesen ist, 
und die Logarithmentafeln nur den noch fehlenden Bruch, die 
Mantisse genannt, anzugel)en brauchen. 

Was die Characteristik anlangt, so ist hierüber noch 
Folgendes hinzuzufügen. In jedem System, dessen Basis grösser 1 
ist, also auch im Briggs.schen, gehört, w-ie wir vorhin nachwiesen, 
dem grösseren Numerus ein grösserer Logarithmus an, und um- 
gekehrt. Folglich sind in Itücksicht auf das allgemein bewiesene 
Gesetz 11, pag. 228: 

lüg (y) = log a — lüg b 

*) Nach Henry Itrigjre (f 1H30), Professor in I.ondon, später in Oxfortl, 
der zuerst diese Logarithmen berechnete. 
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die Logarithmen unechter llrüche positiv, die echter Brüclie 
negativ. Diese negativen Logaritlimen formt man folgender- 
maassen um. .\ngenommen, es liätten sieli zunächst die negativen 
Logarithmen; —0,1250832, — 5,3219047, — 17,1841307 etc. 
ergeben, so verwandelt man dieselben dadurch in Logaritlimen, 
deren Mantisse jxisitiv, deren Characteristik negativ ist, dass 
man im ersten I’alle 1, im zweiten 0, im dritten 18 additiv und 
subtractiv hinzufügt, um zu erlialten ; 

— 0,1250832 = -}- 1 - 0,1250832 — 1 = 0,8743108 — 1, 

— 5.3219047 = -f- 6 — 5,3219047— 0 = 0,0780353 — 0, 

— 17,1842307 = 4- 18 — 17,1841307 — 18 = 0,8158033 — 18. 

Wie nun diese Logarithmen positiver Mantissen und nega- 

tiver Kennziffern zu behandeln sind, wenn man die zu ihnen 
gehörenden Numeri aufschlagen will, ergiebt sich aus der fol- 
genden Betrachtung über Briggssche Logaritlmien von Decimal- 
brüchen. 

Für eine Reihe von aus Ganzen und Decimalen bestehenden 
Zahlen, die aus denselben Ziffern in derselben Reihenfolge zu- 
sammengesetzt sind, erhält man in Rücksicht auf unsere letzten 
Bemerkungen, wenn der Logarithmus der n -f- 1 ziffrigen Ganz- 
zahl: 7i ••• 9o 7n+i kurzweg mit n-\-M (n seine Charac- 

teristik und M die Mantisse) bezeichnet wird: 

log (y, 9, 73 ••• 7n,7n-(-l) = lüg 10 ) 

== log (7i 7. • • ■ 7n 7"+>) — log 10 = » 4- 3/ — 1 = (u — 1) -j- M, 


, , . , C St SjSs-"'7DSn4-l 4 

log (7i 7« 7a •■•1 7.1 7..+t) = log JqT -j 

= log (7i 7a • • • 7n 7n+i) — log 10’ = tt + 3/ — 2 = 


log (7|. 7a 7a •• • 7n+l) ~ log ~ 

— log (10") = 71 -f- 3/ — 7J = 0 -f- 3/ . 
log (0, 7t 7i • • • 7n+i) = 0 -f 3/ — 1 
log (0,0 9 , 9 , . . . = 0 -f- 3/ — 2 

log 0,0000 ... 0. 7. 7a • •• 7n+i) = 0 -j- 3/ — (< -f 1). 

Wie also auch das Comma die Ganzen von den Decimalen 
trennen möge, die Mantisse — und das ist ein sehr grosser 

1 « 
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Vorzug des Briggssclien Systems vor jedem andern — ist stets 
die iiiimliche; nur die Kennzifter ändert sich mit der Stellung 
des Decimalzeichens nach einer Regel, die aus Vorigem leicht zu 
abstrahiren ist. Sie richtet sich nämlich nach der Anzahl der 
Stellen in der Ganzzahl, welche den Decimaleu vorangeht, ist, wie 
oben, um eine Fänheit kleiner als ihre Stellenzahl, oder wird — 1, 
— 2, — 3, • — 4 u. 8. w., wenn mit dem Decimalbruch keine Ganzzalil 
verbunden ist und der ersten von Null verschiedenen Decimale 
keine, eine, zwei, drei u. s. w Dccimalen gleich Null vorangehen. 

Hiermit ist die Bestimmung der Logarithmen von Decimal- 
brüchen gezeigt, und auch gleichzeitig die Bedeutung negativer 
Kennziffern, zu denen wir bereits oben gelangten, entwickelt. 

In den meisten Fällen der reinen und .angewandten Mathe- 
matik rechnet man mit Briggsschen Logarithmen; sie siud ver- 
zeichnet in den Handbüchern von V'ega-Hülse, Vega-Brehmicker, 
iSchrön bis auf 7, in denen von Rühlmann und Köhler bis auf 6, 
in denen von Wittstein bis auf 5 Decimalen. Nur in der 
Theorie der Functionen, zieht man cs manchmal aus Gründen, 
die sich natürlich nicht hier zum klaren Verständniss bringen 
lassen, vor, mit Logarithmen im System der schon vorhin er- 
wähnten irrationalen Zahl e = 2,7182818 ... zu rechnen. Die- 
selben werden Napiersche*), natürliche oder hyperbolische Loga- 
ritlimen genannt, und mit log nap., mit log n (log naturalis) oder 
kurzweg mit l bezeichnet, so dass man : 

log nap. (e) = log n (c) = l (e) = 1 
log nap. (e’) = log w (e’) = l (e’) = 2 

u. s. w. hat. 

Die Handbücher der Logarithmen enthalten meistens nur die 
des Briggsschen Systems; einmal, weil man, wie schon bemerkt, 
seltener in die Lage kommt, Napiersche gebrauchen zu müssen 
und ein andermal, weil die Logarithmen verschiedener Systeme in 
einem solchen Zusammenhänge stehen, dass sich leicht aus dem 
bekannten Logarithmus in irgend einem System der Logarithmus 


*) John Napier, 1!)50 in Schottland gehören nnd 1618 gestorben, ist als Er- 
finder der Logarithmen zu betrachten , nicht aber einer der Deutschen : 
Michael Stifel und Jobst Byrg. Nach Matzka (siehe Orunerts .\rchiv Bd. 33) 
führte allerdings Byrg eine von Stifel begonnene Potenz-Tafel fort, die aller- 
dings, wie die Napiersche Logarithmentafel, den Zweck haben sollte, die Rech- 
nungen mit Zahlen zu vereinfachen, denselben jedoch völlig verfehlte. 
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des nämliclien Numerus l'iir irgend ein anderes System be- 
reclinen lässt. 

Hat man nämlich für irgend zwei Hasen a und b: 

23) = .V, 24) by = N, 

so folgt aus 23: 

25) log, N = X, 26) logb jV = X logb «, 
und aus 24: 

27) logb N = y, 28) log, N — y log, b. 

Eliminirt man jetzt aus 25 und 26: x, aus 27 und 28; y, so er- 

gehen sich zwei Gleichungen : 

29) logb N' == log, N . logb a 

30) log, N = logb N. log. 6, 

aus welchen ohne weiteres folgt, wie Logarithmen des Systems a 
in solche des Systems b, und uingek'ehrt, zu verwandeln sind. 
Insbesondere erhält man für: a = 10, b = 2,7182818... = e: 
log. N — lüg,„ N . log. 10 
logio ■‘’^= •"go ^ - *"g.o « 

oder ; 

31) ^ = '"g ^(^0) lind 

log N = l (iV) log (e) 

und wegen ; 

log e = = 0,4342945 

l (N) = log (iV) . . - .'I V,.,, 

32) '' ' o V z Ü,4342M4 

log (rV) = l (N) . 0,4342945, 

d. h. man hat den gemeinen oder Briggsschen Logarithmus 
mit 0.434 ... zu dividiren, um den natürlichen oder Napierschen, 
und den natürlichen Logarithmus mit 0,434 ... zu multiplicircn, 
um den gemeinen Logarithmus des nänilichen Numerus zu er- 
halten. 

.\usserdem findet man in den Handbüchern gewöhnlich nur 
für alle fünfstelligen Numeri die Logarithmen direct angegeben; 

*) .\us der ersten Oleiclaing in :il fulgt auch : log N = l (N) ’ 

es ist also: 

= W kir- 

16 * 
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aus kleiueu Hülfstälcldicn, dcteii Cunstructiou man gleich er- 
kennen wird, sind dann die Logurithnien mehr als fünfstelliger 
Zahlen in Rücksicht auf folgende Bemerkungen zu berechnen. 

Jede 6ziffrige üanzzahl d. i. jede Zahl von der Fom: 
9i 9s ?6i "o 9i zwisclien 1 und 9, y,, 9, ... im allge- 

meinen zw'ischen 0 und q (die Grenzen mit eingeschlossen) liegen, 
muss stets, falls — 0, wie das hier geschehen kann, ausge- 
schlossen wird, für die beiden (iziHVigen Ganzzahlen: q^q,q,qtqiO=x 
und y, y, 9, f^'s + 1) G = y ein Mittelwerth sein. So liegt 
z. B. 4(53283 zwischen 403280 und 463290 ; 713985 zwischen 
713980 und 713990 u. s. w. Ist nun die letzte Ziffer in r^, d. i. 
die vom niedrigsten Range, eine Fünf, q^ = 5, dann ist 2, nicht 
nur das anthmetische, sondern auch wefgen des vorliin bewiesenen 
Satzes über das Zusaminenfalleu des aritlinietischen und geo- 
metrischen Mittels zweier Zahlen, das geometrische Mittel von 
X und y; man hat demnach, wenn unter diesen Umständen z, 
mit 2', bezeichnet w ird : 

33) z; = 
also auch : 


34) 


log 2'« 


log * -(- log y 
2 


Aus 33 folgt: 

und aus 34: 

so dass man erhält : 
35) log z\ 


log — log X 
lüg y — log * 


= i, 


l"g ® ~ — (l"gl/ — l”g 


Biese Gleichung, welche log z, durch die Logarithmen von 
X und y ausgedrückt, gilt auch für jede andere Anzahl von Ein- 
heiten in z,. Denn wäre zweitens q^ in z, gleich 2, und würde 
die 6 ziffrige Zahl: y, ^2 9» 2 kui'zweg mit 2" bezeichnet, 

so folgt zunächst aus: 


log X -F log z' 


„ a: -F z' 

2. = - 2 - = K»2, , log 2, = 

36) log zy = log X 4- 7?^ (log 2; — log «), 
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oder, wenn statt lo" zj der vorbin erhaltene Werth (35) einge- 
setzt wird: 

37) log s; = log X + U"g y — lug ^-)- 

In dieser Weise kann man fortfahren, indem man der Reilie 
nach 9 , = 3, 4, 7, 6 , 8 , 9 setzt; das Endergebniss ist dann die 
allgemeine Gleiehniig: 

log z, = log X -f (leg >J — log x), 

oder wegen: z^ — x — q,, y — x = 10: 

38) log Zj = log X -f (log ij — log X). 

Z. 15. Um log 408937 zu erhalten, seldägt man zunächst 
log 408930 ~ 5.0711080 und log 408940 = 5,0711173 aut’ (siehe 
üremiker, ed. 44, pag. 79). Es ist also: 

log 408937 = 5,071 1080 (5,071 1 173 — 5,071 1080) 

= 5,071 1080 4- . 0,0000093 

— -5,071 1080 -f 0,00000005,1 
65,1 

5,6711145,1 

Ferner für log 976992 findet man (vide id. 181): 

log 976992 — 5,9898901 -f (5,9898946 — 5,9898901) 

= 5,9898901 
9,0 

5,9898910 

Für 7 stelligc Numeri kommt das in 38 enthaltene I’rincip 
wieder zur Anwendung, weil der Umstand, welcher eben zu 
(ileichung 38 Veratdassung gab, auch dann, wie wir pag. 223 
gezeigt haben, eintritt, wenn zwei 7 stellige Zahlen nur in ihren 
beiden letzten Ziffern (die vom niedrigsten Range) dilVeriren. 

Werden also die drei 7 ziflVigen Zahlen: 7 , q^ </,, 

Vj 7 a ?4 ’h ÖO, 7 , 7 , 7 j q^ ( 7 s -f 1 ) 00 bez. mit z„ x und y be- 
zeichnet, dann hat mau zur Bestimmung von log z, die Gleichung: 

39) log z, = log X + (log y — log x) 

y ^ 

= log X + (log y — • log x). 
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1. Beispiel; Nach Bremiker pag. 84 ist: 
log 4931552 = 6,692971*0 + (6.6929878 — 6,6929790) 

= 6,6929790 + (0,0000088) 

0,tXK)0045,7« 

6,6929835,7« 

oder, wenn man, wie das natürlich stets geschieht, ohne Rück- 
sicht auf 39, nur mit Benutzung der Hülfstafeln rechnet: 
log 4931552 = 6,6929790 (log 4893100) 

44,0 (5 . 88) 

1,76(2.88) 

6,6929835,7« 


6,6929836, wenn niun überhaupt, wie in Vega- 
Hülse, mit der siebenten Decimale 
abbricht. 

2, Beispiel: 

log 6348191* - 6.8026438 4- (6,8026506 — 6,8026438) 

= 6,8026438 -f (0,0000068) 

67,32 


6,8026505 

oder : 

log 6348199 = 6,8026438 

61,22 = 9.68 
6.12 = 9.68 

6,8026505,34 

6,8026505. 

Aus Vorstehendem wird man einerseits erkannt haben , wie 
die Hülfstäfelcben eingericbtet und wie sie zu benutzen sind, 
andererseits aber auch, dass man bei Rechnungen mit sieben 
und mehrstelligen Numeris sich mehr als siebenstelliger Loga- 
rithmen bedienen muss, falls es sich um ein Resultat von sehr 
grosser Genauigkeit handelt. 

Wir wenden uns schliesslich zu der Aufgabe, die, unserer 
Disposition gemäss, in diesem dritten Theile unserer Schrift er- 
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ledigt werden sollte, nünilieli zur Restiminun" des iinheknnnten 
Exponenten aus bekajinter Basis und bekanntem Worth iler 
Potenz d. i. zur Lösung der sogenannten Exponential-Gleiehung : 
a* = h. 

Dieselbe gebt durch Logaritbniiren in : x log a — log b über, 
woraus ohne weiteres: x = folgt. Erscheint der Exponent 
in (juadratiseber , cubi.scbor u. s. w. Eorm, bandelt es sich um die 
Lösung der Gleichung: — h, — h . . 

dann fülirt das nämliche Verfahren zum Ziel; mau bildet zu- 
nächst: (aa;’ -f- ßx - 1 - 7 ) logrt = log /<, (ax’-|-ßa’-|- 7 x-|-o) loga 

= log 1 ) . . . und hieraus: ctx’-j-ßx-j-Y = «-c’ ßx’ 

-f-YX-f-S = y"-—...; durch Anwendung der pag. 194 bis 224 vor- 
getragenen Lehren crgieht sich darauf der oder die jedesmaligen 
Werthe der ünhekannten. 

Beispiel: 


Für: 

2* 

= 7 



ist: 

X 

log? 

4ük 2 

0,S4.'S)980 _ 
~0,»51030Ö “ 

2.8073 . . 

Pur: 

3X--5X-H! = 13 



ist: 


— .5x-f 6 = 

log 13 
“ logT 


also: 

X : 

= i±Y^ 

_ G 4- 

^ log 3 

4,107 
= 0,893 


Eür die unbestimmte Gleichung: 


erhält man zunächst durch zweimaliges Logarithmiren : 
log y — log * = lüg log y — log log X 

oder: 

folglich auch: 

L — i°gy 

T log X 

Da nun der Pall: y = x auszuschliessen ist und es sich 
gleich bleibt, ob man y ^ x annimmt, so kann man immer: 

^ = 1-f a 

X ' 
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setzen, wodureh vorletzte Gleiclniiig in: 

' ' lüK X 

ül)ergel)t, woraus endlich: 


log X = log J/ 1 -{-IX, also : X = 
und darauf; 


V 


logy = log y{l -f a)'+’, also: tj = ]/(l 4 - a)‘+« 

folgt. Hieraus kann man beliebig viele Paare von Lösungen 
dadurch ableiten, dass man statt a irgend welche numerische 
Werthe einsetzt. So folgen z. B. für a = - 

rationalen Lösungen: 


a = 1 


1 

S 

1 i; . . 

X = 2 

1 

T 

TT 

m ! • • • 

y = 4 

27 

1 s 1 

w 

• ■ • 
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Iin Verlasic von farl RÜNipler in Hannover sind ferner 
ersrlvienen und durch alle liuchhandlun}?on zu liezielien: 

Elementare Arithmetik 

fVir Kcal-, Hern;-, (iewcrbe- und Forthildiiiif^sKcliiilen. 

Von 

llr. phil. fbr. Raurh. 

r>in<fe vermehrte ttnd verheneerle 
(iross Hctar. Hrosrhlrt l Thlr. 10 


Planinielrie mul ronslmctionslehrc 

für Real-, Berg-, Gewerbe- und Fortbildungsschulen. 

Von 

I)r. phil. C'lii*. Ita.iTC'li. 

Mit 834 in den Text gedruckten Holzschnitten. 

I.cx.-Octav. liroscliirt. 1 Tlilr. 1.'» Npr. 


oeoniefrisclien Iiistmirb'iile 
der gesammten praktischen Geometrie, 

ilerea Tbeorie, Btürbreibuog und brbraucb 

Voll 

l’rof. Dr. CJ-. dir. K. JIuna.euH. 

Heft I. 

I)ie einzelnen Tlieile der Winkelmesser mit fester Unterlage. 

Mit 81 Holzschnitten im Text. 

Lex. - Üetav. Kroscliirt. 1 Tlilr. 8 Ngr. 

Her» II. 

Die Winkelmesser mit fester Unterlage, mit .\nsseliluss der Nivellir-Inslrumente. 
Mit 77 Holzschnitten im Text. 

I.ex.-Octav. Broschirt. 2 Tlilr. 12 Ngr. 

Heft Hl. (Schluss) befindet sieb unter der Presse. 
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Kleincntarc Theorie und Berechnung; 

eiserner Haeh- u. Brüeken-Constrnetioiien. 

Von 

Dr. phil. iXugnfl ttittcr. 

NK 39S In 4en Te&l gedrurklen H(»lBiiehnltteii. 

I^ex.-OrtaV. Hroschirt. 2 Thir. 10 Njjr. 


’X'HEOmE 

der 

eisernen Träger mit Doppelflanschen. 

Von 

H. A. Kl«se. 

Mit 14 Holzsohnitten im Text. 

Gross Ortav. Broschirt. 24 Kar. 



t|tilc ber C|cmtc 


Für Lehranstalten nnd znm Privatgebranch. 


Von 

I)r. Tli. <jrei*<Ung. 

III 36 In 4rn Tril trdriirkirn Itlisrknilirn. 

Gross Octiiv. Broscliirt. 1 Tlilr. 



Für Lehranstalten und zum Privatgebrauch. 

Von 

Dr. Th. Grertling’. 

NM 132 In drn Tril ardrnrktrn Balisrhnlltrn. 

Gross Octav. Broscliirt. 1 Tlilr. 
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OüBnv -TABELLEN 

für ForstinUuner, Hiiuteclinikcr und Ilolzliündlcr. 

Von 

Hdnrirh Bwrekiiardt, 


ntgiicii II anno vut 

Gross f)otav. Gohpftct. 1 Thlr. 

Inh 

I. Cubik • Tabelle fbr Kun< 1 liö|xcr iiarli dem 
mittleren Durt'bnieM<t«>r. Anhang: Krel«- 
flkcboii -Ta)>en«> fUr den l)iirrbnit>xiier. 

II. rublk-Tab<'l|e fUr RnndhlUxer narh den» 
mittleren rmfange. Anhang: Kroififlüelicn 
Tat>el|e fUr tleii Umfang. 

III. Cnbik-Tabelle für NadellioU-Sdiä/lf naeU 
dem oberen DDrebroemor. 

IV. ('ubik-Tabellc fUr Nadelholx-Bllkke nach 
dem oberen Durrbnie>iaer. 

V. Cubik-Tal>eUe fUr Kadclholt • Keitel und 
Siaiigeu. 

VI. Uubik -Taljello fllr Ziiiimorbölr.er von 4—9 
Zoll Dirke. 


a r 0 « III r o r * I «I I r e c i o r. 

In rallico gob. 1 Tlilr. 10 Ngr. 
alt: 

I VII. f'ubik • Tabelle Tiir Htärkerc vierkantige 
I lirdxcr. Anhang a: VorhiUtni«i< dea 

I Durchme-uieni zur Quailr.^t^eile boim 

^trharf' und mndkantigeti Qnadratbe- 
«chUge. Anhang b: Gnindtlacheii - Ta- 
belle nir Kohlen^ Dielen» I>atlen und 
kurze Schnitt- und Spalthölzer. 

VIII, AukbaurhungHreihen der Fichten- und 
Kiefern-BaumacbHfle miter deu iiilUlcnm 
VerbältnU*ien. 

IX. Cabik-Taftd für ateliende BÜiinie (Buchet 
Kirbo, Fichte, Kiefer). 

X. <>eId-TabelIe nach Slürkzabl. 


Saniinlimg von Zeichnniigen 

aus üom 

Gebiete der höheren Baukunst. 

Nacli den besten Darstellungen 

der grierhisekn, röniiitcko, roinanisclien uid golhiückn Monunienic 

liearbeitot von den 

Schülern der Polytechnischen Schule zu Hannover. 

7 h lllätter in grösstem Poppel -Folio. In M.ippe. 

Preis 51/3 Thlr. 

Abth. I. Die Kunst der Qrlechen und Römer. 41 Blatter. 

„ II. Romanische Arohiteotur. 16 Blätter. 

„ III. Oothisohe Architectur. 20 Blätter. 
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I 


I 

von I 

BRÜCKEN. AUS SCHMIEDEEISEN. | 

/ii^atmm'Dgesti'llt von den | 

§lnbirnil)fii bfs ^rütlitnbauts an btr |)olnlftbni5tbfn ^tbult i 

zu Hannover. 1 

" . CiirMii« 

(iriisstfs Doppel- Folio, m-list Text. Preis 51/3 Tlilr. ' 

1 

» 1 


,^anunlung uon ^riAmmgcn 

HUS (1<Mn 



•Jir» Ki^iiri‘11 in (^uor-KuIio iiohst 'IVxt Pr»*iH 2^/3 Tlilr. 


Die eiserne Eisenbahn 

iiilfV neue finl'uilie 

• Eisen-Constructionen für Eisenbahnen, 

* wrHlnrvü 

• ■ die wiilitigsten Bau- und Hetriebs-Geitenstänile iinuleieti solider, dauerhafter 
lind hilliger als liistier liergestellt werden können. 

Fir Slult- iiil EisrgliiliB - Vrrvaltingrn, nrar Fisraliahi i BlrnKhMagci, lagtaitart, HaalrrhniLrr, 
sowie Klsen- niiil Slalil-Iliittrnwerkr. 

Von 

Edmund Heusinger von Waldegg. 

IVfil 'L'Hieln Xeiclinunsen in X>oi>pel • l^'^olio. 

Folio. (.lohf'ltrl. 'I'Iilr. 10 Njir 
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